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INTRODUCCION Y RIZ:3UMTM,

El objetivo genaral de este tradbajo es reformular la fundansnta-
oién estad{stion de la liscAntecn Cudntiea tonando ooro elensntos las
“propiedides f{stcas” en lugar de magnitudes en genarnl. ’rooursnos
demostrar cudnto més sencillos de demostrar y directonanta intorpre-
Sables apurecen nuohos rosultados de la mayor importanoia, sin que se
plerda ganeraliddd.

Por supuesto tonmmos curio punto de referencia el formidable libro
de J. von leumann: “Mathenatisshe Grundlagen der antemmechanik”, tan
lleno de 1deas alin no suficientemente explotadas y que as el cinmismto
obligale @8 cuantc edificio tedriec se ha pretendido levuntar en la
keednien Cuintion.

Ademfis de la reformulnotén antes menctionnda, hemos consegutdo va-
rios remultados phrtieulares nuevos; entre otros la denostractdn de que
ol método 4e Koopman (7) de trntar sistemns dindmicos puede aplicarse a
la estadfsttoa ouiht!u. y por lo tanto valen tambidn para ella olertas
demosntrnoiones del teorema ergfdieo. Haosmos también una verificqetdn
del mismo mediante la comparncién de una sucesién real de rnediciones
eon una “"eadena de lnrkov" y damos la formulactifn suiantiea del oconoepto
de "transitividnd métrioca”. Hemos también stimplifieado la demostrnotdn
de algunos teoremns y en espeocial generalizado para espoctros continuos
el referente a la ley de distridbucién de Kaxwell.

Exponsmos tnmbién, aunque sin detalles, dos 1deas ue nos parecen de
gran importancia: la relagién topoldgica smtre espacios “cunplenentarios”
(ecordenadna e impulsos por ejemplo), que aunque irplicits en numeroeos
treba jos no hemva visto nunoa emunoiada elaraxente, y la diatincién em-
tre ol tiermpo del sistema y el del observedor, que permite recobrnr la
simetr{a relativista.

Nueva es tanbidn la comparncién entre la ligtoca propia de las proyee-
elones, la l8gica usual y la de tres valores, y ademis el gconsepto de

"ooajﬁnoi&n astnd{atien” jue exponenos en un apéndioce.
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Ten{amos tanbién intencién de utilizar el soncepto estnd{stico de
funotén caracter{stica de una dtsstriducién, pero encontrasos qe eoe
tema habfr yn sido tratado, justamente en otro trebajo de tesis, por
Arnous (1), en 1947. De todos modos hamos agregado um peusio apéndi-
o8 ocomentando su contentdo.

En ocambio hemcs renunoiado a la inclustién de un resumen de la par-
te matamdtiocn, pues su volumen estaria fuera de proporoién acon el res-
to del trabdajo y porque existen obras susamente clarns y apropiadas
parn refaerencis, oono el cap{tulo eorrespondiente del libro de v. Neu-
mann y otras obras que se citan en una bibltograf{n espectial.

Aunque por comodidad nuestras férmulus se refisren oonore tamente
al espacio de Hilbert do las funciones de la elase La (oundrado del
médulo sumable), valen stenpro, eon obvias modificneiones, para otros
espacios de uso oomiin.

Los teoremas (ue daremos por conooidos pueden enocontrarse en su ma-
yor parta en el Cap{tulo YI dol 1libro de v. Neumann, perov en general

trataremos do dar refersnaias axplfoitas.



NOTACION.

Los "puntos” de un espacio de Hilbert se indiearén oon minpfsculas
griegas y a veces latinas.
(€¢,w)  signifies produeto esealar de © y VY .

el es 1a norma a8 @ llcellzz (e, @)

Los operndores serdn repreaentndos por mayfisouluns de imprenta y
los obaervables correspondientes por la miema letra en cursiva.

Los operadores proyeecién se indiearédn oon las letrns X, P, C,...
pero on easo de corresponder a una sola dimensién se escribird Pe
indienndo @ el rayo sobre el cual se proyecta.

La letra 77|, 1ndtoarf una multiplicidnd lineal aerrnda. Con un sub-
{nd1oce, 1r715r , 88 expresa a qué proysceidn corresponde. %1 espaeio to-
tal, o0 sea la multipliecidnd del operador I (operndor unidnd), se designa
ré eon la letra ;) .

L2 .F) seees A parémetro real, denotarfn familias espeotrales, o
desoomposioiones de la unidad. Recudrdese que a todo operador autoadjune
to A oorrolpondodyna fam{ltio espectral !,k tal que

A af rd & A (representacidn canénien; ver (8),
Capftulo VIII).

A v B signifiea que A y B sormmutan.

8pA significa Spur o traza del opersdor A (ver (9), Cap. II,
pardgrafo 11).

Las integrales triples oon respecto a coordenadns se abreviarén

JI#Gna .- de, de, e, = L#3 I3

Los nimeros entre paréntesis se refieren a la bibliograffia.

asi:
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I, POSTULADOS USUALES DE LA MECANICA CJANTICA.

Como o8 costumbre, partiremos de los asonceptos “"sistema f{steo",
"observable o magnitud r{aiocn medi{ble”, “medioidn”, “"estado de un ate~
tema”, suponiendo que todos los f{stecos los entienden y aplican del
nimo nodo. X1 eastudio detnllado de estns cuestionss 8310 lo ha em-
prendido desde un punto de vista etentifico la esocusla filoséfica del
enpirimmo ldgico (ver, por ejemplo, frank, (8)), pero aqu{ nos desen-

" tenderemos de ellas,

Con asta snlvednd, los postulados usualss de la Meefiniea Cuéintica
pusden snunoiarse us{:
PO CJLADO I. Existe una eorrespondencia biunfvoon entre todos los esta-
dos 1naginables de un sistema £{sico y loas rayos de un
espaoto de Iitlhert.

Comgntarios. NStese que se habla de rayos y no de puntos, es decir que

Q Y o ( @ punto del espacio de Hilbert y a nimero comple jo)
tienen el miarno signifionrdo f{slco. Para evitar confusionos se elige
8obre cuda rayo el punto a distancia unidnd del origen, es deoir, se
normaliza.

No @8 necesirio en rigor espeaiffoar cudl es el espacio de Hilbert
en cuestiéh, pues son todoa tsomorfos, pero en la préetica se utiliza
el de 1lns funcionos cuyoa argumentos son ocoordenadns ospaoiales en ni-
mero {gual al de pgrados de libertnd del sistema y que contienen al
tiempo oomo parfmetro (més uns condieién de integrabtlidnd). lara la
teorfa dol elootrdn ds Nirac se utilixan eonjuntos de cuatro funciones
oomo las antedichas.

Como poous veces os poaible oconooger el estado de un stfstana exnota-
mente, el principal wvalor prdetico de este postulado os que permite pre-
ver todas las posidbilidndes.

Por (ltimo, diversos autores han sefinlado la {nsuficiencia del as-
pacio do.Hilbort 0010 representants de toduos los eatndoas poatbloi. 71
ejemplo mis conoc{do es el de 1a ut{l{sina funotén delta de )rae, que

no tiene eabida en ningin espacto de l1lbert. En genarsal se ha tratado
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de

rosolver la cuestién independizindose de la nuoidn de astndo. Véase

en especial v. Neumann (13) y 3Segal (18).

FPUSTULADO XII. Kxiste una correspondencia biunivooa entre los obserwa-

bles {mngnitudes r{stioas) y los operadores autoadjuntos
del aespacio de Hilbert oconsiderado.

Comentarios. Fn este postulado se hallan implfcitas todas las caracte-

r{stions "nuevas” de la MesAnica CQéntieu. pero por supuesto es poeo

menos que vno{o 81 no ss dan las layes de oorrespondencia. Las nis ge-

nerales son:

a)

»)

o)

Sea PF(x) una funcién eualquiera, real para x real; si al obsor-
vable _f ocorresponde ol operador A , al obssrvable P(#)
ocorrsspogde el operador F(Ad). ( Se podrf{a aceplar que FPF(x) tomara
tamb1én valores complejos, y entonces leo ocorrespondori{a un operador
normal, en vez de autoadjunto, pero no se obtiens mayor generalidnd.)
81 loa operadores A y B oorresponden a los observables % y &
el operador autosdjunto A+B eorresponds al observable & + ®

y ol operador AB, sSlo en gomso de ser autoadjunto, representa la
magnitud _Ax® , que de otro modo mo tiene sentido £{stoeo.

Entre los observables ooordenada ( q ) @ tmpulso candénicamente con-
Jugado (p) existe una total stmetr{a, a anber:;

As{ eomo las boordonsdan. los impulsos pueden utilizarse como Argu-

mentos do l:3s funciones que forman el espacio de liilbart del siste-

ma; pero s1 los valores que tomn g forman un grupo topolSgieo, 10s

de p pertenegen al correspondisnts grupo de sarncteres, y viceversa.
Entre ambos espasios de Hilbert as{ originados hay por supaesto un

{somorfi{amo engendrado por la tranasformaoién de fourier adecuands, de
modo que operndores correspondientes son oonjugados segin diseha trans-
formaoifn. An el asproio de las coordenadas, al observable 42

(valor de 1lan goordenada q ) corresponde el operndor multiplieneién

por q . 3tmdtricamente, on 9l espagio de los impulsos, al ohservable




\?

@ or del impulso corre de el operador m 11o0nc1én
POr _p . Por eso os que en el espnreio de las ocvordenadns al observableo
> corresponde, a mencs de un factor ooms tante, la derivueién eon
respeetc a q (y viceversa).

Este modo de expresnr la relucidn entre los operadores q Yy P
nos paregce sumamente sugestivo, ademis de mrtmdticanente simple, y no
tenemos conocimiento de que haya stido enunciado expl{oitamente. %n el

siguionte cuadro resumimns sus principales oconsecuencias:

Rspaotio dc las Espacio de los
coordenadas, impulsos.
(ﬂ) Rje roal Eje real
b) Seguento (a,b), 0 sea uUfiltiplos enteros
Campo de N®s. reales mfdulo (a-h). de h/(a=b).
'ﬂﬂﬂ‘ili‘ﬂ‘q
o) M3ltiplos enteros Segmento (a,b), o sea
\ de h/(a-d). N°s. realas mdodulo a=b.
1 d de lo ¢
il ) Gegmmme () e jaan
[ @ Fy=p [Ywe™THdp =« .
wp 3 =F ¢
Transformacién b) F vy :‘V'-Tf V() e =€ hg €
de Fourier. s 2z p x
Observablo L [ q€(9) -f};;aolt(.b) (salvo «
onso b
h olQ(
Observable (° [ Py r(%%ﬁl (:nal.:o'?n {7\?“’) r\/
Cond1iot 2 M(g) ON(B) )
s | gg=-LhMe By = Lo o)

Como ejamplo de la utilidud de este punto d4e vista tonemos una férmula
de la :ooria de las colisiones. No es f4a1l interpretar una expresidén
oono_i Jf(‘}"")P(") ol x (stendo 5+ (X) 1a delta posttiva de

Hetaenbdberg: cs*_0(): b (x)- ﬁ‘r‘i ) 31n embargo si pansamos al espacio p
snoontramos que el operador gorreaspondisgte os la amlasion de los va-
lores negativos de p (véase (17) ); es deoir, dichn férmuln reprs-
senta particulas que se ulejan del origen de coordenadns (ver Dirae,

‘3). P‘B- lm )o



Esta Aualidnd natemitioa es 1la clave de lu dunlidad f{stoa de todo
sistema. Bl espacio q es apropiado para part{cilas y el p para
ondns, y ol principio ds 1nocertidumbre es imediato.

d) Cuando se trata de hallar el operador correspondiente a la energfa,
en 108 cnsos an que exista un "anflogo cldstioo™, se construye el
Hamiltontano olésico y en 81 se sustituyen ocoordenadas e 1mpulsos
por sus operndores rospectivos. In ocaso que el orden de loas fnotores
ser dudoso se sapliean los oriterios sugeridos por la teor{a de los

grupos (ver,por e jemplo, ‘eyl, (18) ).

POSTULADO IXI. 31 un sistema ae halla en el estado ¢ (normalizado:
el =4 ), y en 61 se mide la magnituda &4 , el
valor medio del resulsado es:

m(f ;) = (/*(e)‘e)

Comentarios. "1l valor medio no se refiere a nmediciones sucesivas scbre

ol miswo sistema, sino a nediciones sobre un gran ninero de sistemas en

el mismo estado (pero véase el parigrnfc sobre teorema ergbdioco).

Nétese que por ser A autoadjunto, los valores nedios son siempre
nimeros renles.
Eetd tmplicito en el enunetiado jue ( debe pertenecer al domtnto

de A , peru estas cueationes no se presentan en la préctica.

POSTULADO IV. Dos mediciones oconsecutivas (nuy prdéximas entre s{) del
nismo observable sobre el mimio sistema dan ol niano re-
sultado.

Comentarios. %ato dedbe interpretarse somo que, suanto mimod dtatancia-

das en el tiempo se hallen las medictones, tanto més probeable es que

den 1gual resultado.
Eate postulado es el que permite enlgular el estado de un sistema

a partir del resultado de una medioidn, pero sSlo en casus espeocinles,

oomo se verf mfis adelante.
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%1l Operador T{empo.

Conaideraciones relativistas elenentalos sugieren la unpliacién de
las relagtones entre coordenadas e 1mpulsos al par tierpo-energf{a. Debe
{inaginarse entonces un aspnoio :le los tiempos y un espnoio conjugndo en
que la varianble independiante eos 1ln anerg{a. %n este ospncio sl operador
energ{a actin simplarente multiplicando a la funeién de onda por su argu-
mento, y al pasar alotro espacto queda representado por la derivasidn
con respecto al tiempo dando automsitionnente ln eocuasién de 3ohrddinger.
(Debe hacerse notar que las (d1ferenoi 2s entre espncio y tiampo oxigidas
por la relatividad ospecianl se reflejan en que se pasn de t a H
mediante la transforuncién inversa a 1la que pernite pasar de q a P .)

Todo esto es muy satiafnotorio, insluso desde ol punto 4e vista eatd-
tico, pero deja de serlo en ocuanto se pasa a considerar el operndor aonju
gado de la energia H , 0 sea el tiaespo. Jegin los mimmos razonamientoas
de parasielismo oon q , en el espacio ¢ debe existir un operador "mul-
tiplionoién por ¢ " que represente el valor de la goordennda temporal
del siastenn, y tanhién @ en el producto sscnlar figuré una 1integracién
ccn respecto al tienpo. As{ antonces "?(a,t)\z ser{a la denstidad de
probabilidnd en ocuatro dimensiones. Tsta denstidad no podrf{n ser absolu-

-
ta, pues ocomo fl‘e(i,t)lz d—ﬂ =4 para todo t , una nueva in-
tegracidn con respacto a t diverge y no es posible normalizar.

Por otra parte, a primera vista no tiene muchv senttdo la cuestidn:
'écuﬁl 63 ol tieupo del sistema?". Cuando se pregunta ocufiles son sus
coordenadns sespnoiales se sobresntiende “al tiempo ¢ ", paro no parece
muy olaro pregunter cudl es ol tienpo al tienpo ¢ .

3in embargo oreaemos que existe una posidilidad de aclaracién total
de esta ocuestiln, si se observa que la frase 'al tilenpo § " aignifica
en realidad "en el momento de la nedteidn”.

Nos pareoce que deben oconaiderarse dos glases de tiempo.

1). El tiempo del sistesia, representado por un operador an estriocto pa-
ralelo ouvn las coordenndas easpacinles.

2). E1 tiempo del observndor, que es un parimetro maoroseSpico, que sdlo

e pawn e S-S
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sirve para ordenar las mediciones & indionr los lapsos transourri-

dos entre ellas, y que no interfiere con la nedioién do la energia

del sisatema.
Como 1lustracidn de esto veamos dos ajeanplos.

81 se quiere medir la posiocién de un stistema, puede imaginarse un
rotioulado en el espncio y se observa que en ocierto momento coinciden
el sistema y clerto retioulo (sistena y ret{culo estén al mismo tiempo
en el mismo sitio). En este caso no hay diferencia entre el tiempo del
observador (retioculo) y el del sistema, nsf{ como tanpooo la hay entre
sus ooordenadas sapnoinles.

Pero supongamos que ss mide la enargf{a de un sistema. Bl observador
verifioa ue en olerto instante, que pusde deterninar con toda precieién,
1n aguja e un instrumento se detiene en oisrta divisién de 1ln escala.
1\ partir de aste dnto, empleando f£érmulns basadas an leyes f{stons, de-
duce un oierto valor para la energ{a del sistega. Pero shora e)l tiempo
4e observaeidn no ea ol 49l sistema. Aquél es leido directanente y gon
toda exacotitud; éste sllo puede olioular-o oon la ayuda de nuevns leyes
r{sicas, y de tal nodo que se satisfaga el prinaipto de Helsenbarg. “n-
Songces es compatible un oconoeimiento muy exacto de la onergia del ais-
tema y del instante 46 observasidn, pero en tal onso po podrd deairse
sobre el momento en que el sistema pose{a esa aenaergin. s lo mimmo que
ocurre con el par p=q, oomo lo hizo notar el primero v. Neumann (11)
al sefialar que lung observaoiones maorosefpians de posioién e impylso
son gonmutables, pero de ellas a8lo pueden deducirse los valores para
el sistema nmiorosadpieo oon las limitnoeiones del prineipio de incerti-
dumbre. Es deoir, se puede sonoosr exnotrnente la posicidn del observa-
dor que mide ol 1mpulsoc del sisteama, pero de ella no se puede deduecir
exactamente la posioién del sistemn.

De modo entonces que una funoién de onda daberfa llevar {ndieacibn
de dos tiempos; uno ocomo argumento (ol del sistena) y otro ocumo puréne-

fro.
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EY 14 \‘pg (5' ,t)\" indtoa con qué probabilidnd una propiednd verificada
al tiempo & era possida por el sistema al tiernpo ¢ ¥y en la puateién
qQ . Con esta interpretneidn, la integral triple f‘t(‘,[é’,e)fzo-l;
no es eonstunte ni igunl a uno, y una nueva {ntagr-:oidn oon respeocto a
t da la probabjlidnd de que la propfjednd fuera poseida por 8l a‘stena
en algiin momento y algin lugnr y por hip6tosis deba ser 4{gial a uno.

Méds senoilla resultn la {nterpretactén pasindo nl oapasio conplemen=
tario. Jea WG(F,H) la funetén corraspondionts a (pe(g'{,t) (né tese
que la correspondencia exigs valores igualss del paranesro). ihora
|WO (F,H) ll indtoa 1la probabilidnd de yue, nedidos al timpb e , el
i{mpulso tenga un valor en sl entorno de P Yy la ensrgia un valor en
el entorno de H . |

La suposioién impl{oita on las formulaciones usunles es quo la fun-
o1én de ondr as 40 1a formas |9, (3,0)]* = §(e-t) |<€(§,")|2’
lo que ocurrs an realidad sdlo si el s{stema me ohsgarva diresctamente.
Es natural entonses que se obtenga el mismo resultado promediando oon
respecto al tiempo del sistema (0 sen integrando conreaspecto a & ) o
1gnorandolo y reempnlazdndolo A1rectemmente por el pardmetro € . Y néte-
86 que esto vals inoluso cuando aotfin sobre P un operador que qon tie-
ne expl{oftamente al tiempo. ®n efacto, sea por ojemplo H(J,p,t) el
hemiltoniano de un sistema en un cnmpo de potencinl variable. "1 valor

medio do la energ{a en ol estado ( (3,t) es:

e ) = [[HEE0,E 0 g G» dadt =

> . < red — = 12
:f[&(a-t)'H(é’,P,l’)‘e(?)-‘P(Q) dg dt= [H(F.F,0) pg) . 0(§) a4

que es la férmula usual.

Espeotalmente interesants es la posibilidad de anplinr esta idea
al oaso de més de un stistema, pussto que shora no se presenta ninguna
dificultad conoeptual. Una funoién de onda para dos sistenas seri{a de

la forma > a donda se ve que las que jns contra la
‘Pg(q’dlqz/ki;tz.) ’ 1 1 J
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existencin de un solo tiempo de 108 que quieren relativizar la Cudnti-
ea no tienen base sél1da (ver Dirac (3), pAg. 2528 ). %1 tiempo comin
a que ellos se rafieren es nuestro @ , que oxpresa que hay un solo
parémetro de observasidn. ¥n eambio oada sistema tiene su coorden~da
temporal y es ue con respecto a ostas que deben exigirse propielades
de covarianota. ihora || (Po(é",t)u = 4  (integruotén cufdruple) es
un esonlar con todo derecho, as{ oomo lo son la masa o el tiempo pro-
pio, Yy no hay que busear un oua@riveotor del que sea la componente tem~
poral (ver Dirac (4) ). i\denss la gonserv:oién de la probabilidad to-
sal deja de tener el sentido usual. Este puede adaptnrse a una coorde-
nada espacial en vez del tiempo: definamos el producto ocomo una tnte-
gral triple oon respoto a qg, g ¥ t ; os evidente que para la norma

correspondiente hay oonservacoién eon reepeeto a q)

0%;4 [[[1e,3,0]* dg,dg,dt =0

La mueva "ley de conservaaién" exige simplemente que “ Pe ( i,t)" =4
para to80 @ . "n apruoxinncién no relativista esto sélo exige aceptar
18 razonabla hipétests (pon:(;rt) = PG (Q" ’ E-t) « 'n el caso relatt-
vista sirve cono una acond!eton ad4oional parea las ecu:ciones diferen-
ociales. Yor lo tanto, st lns velonidades no son nuy grandes la eocuncilén
de JohrBdinger vnle tambidn derivando con respeoto al pardmetro & .

No es objeto de este traha jo Aesarrollar estns nuevas {doas. Las
exponemos 8810 porque no es posible dejar de hacerlo al enungiar, por
brevemente que sea, los fundnmentos de la MeoAnien Cudntioa, y no se
nos ooulta que haata no ser apltoadas & onsos conoretos no puede ssti-
marse su valor,

Condiciones Cudntiens.

Sea M(q) un operndor funcién del operador q . 3u aocoién sobre
la funeién de onda @(3) serd multipliontiva, por el postuledo II, a).
Se puaede entonoes derivar coro un produoto de funciones:

b—%( [M<g)~&e(9r)]=§% ¢+ M %



% o8 una funcidén de la vari{sble q que nultiplica a Q’(g,) ¥y por
1o tanto puede oconsiderarse como un operador funoién del operador q .
En cuanto a la derivacién con respesto a q es la aplicncién del ope-

rador P salvo un factor numérieo:

PM‘P=5L,,L-%-E<P+MP‘P

om0 esto vale para toda @ , se dedues la igualdad entre operadores;

W (pM-Mp) = —[p,M]) = 28

En eompleta analogla, st N(s) es funcién del opgradoxr ¢t , se

tendrd:
[H) N] =

pero dedbe raecordarse que esta férmuls s6lo vule para produoto sssalar
definido oon una integraoién ocon respeocto al tiempo.

81 en cambio se gonsidera a % ocomo pardnetro y en el produodto
esonlar se integra sdlo con respesto a lua goordenadus aspaciales,
puede deducirse, como es sabido:

(Ve ,¥) = (P o) + (W10 )

relaaién funcional que permite definir (siempre en tros dimenst ones)

ol opcador [N H] , 2 ?T\/ ( @N ﬂcm f\/(f:ut) - N(t) )
A0 N
pero ahon gg % [u,n/] » 8alvo on casos psrtiaulsres, pues

t no es aqu{ un operador.

Por supuesto puede ob tanerse un resulsado andlogo elintnando la
integraeidn con respecto a sualquier otro argumento en la definiasién
de produeto esonlar.

Apliocugiones de la Representacién Canénioa.

Sea ﬁ una magnitud cuyo operador correspondiente A tiene la
feamilia espectrnl Ez e Entonoges:

a). La probabilidnd do obtener un resultado gouprendido entre ) y

452 almedatr H  es || E. | st ol stetemn se hallnva

en el estado (f (normnltszedo). ( EAa = EM—@)":E; >
Pues 81 o(})) es la funoidn caracter{stica del intervalo (3;)+o)

(1gual & uno donsro y a osro fuera de #l1), esa probabilidad es



1gual al valor medio de la magnitud o(ﬁ). y por lo tanso;
btob (A,A))‘() '.—.'VM(C(J),"() = (C(A) \0’{0) —

- Avar 2 _ 2
s ey dilExell = [ dlEel® = |[E el
<5 A

v

. [|Ex¢llt a8 1a funotén de da1striducién de la magattud ff , y e
funoién caracter{stioca define un grupo ocontinuo y abeliano de ops-
0 radores unti tarios.
En efeeto, || £ ,.(P“‘L segin a) reprosenta la probadbilidad de que
el valor de¢ 5§ sea mewor que A . Es una funoidn no deorscisnte
de A “ E_'“l,p“'”'g.o j "E;o(p nl -4 y es conti{nua por la de=
(] roecha. or 1lc tnnto es la funeién de distribucidn de j o La fun-
01én carnster{stioca es:

i = [ dIE el = (e, )

1sA

O 88a o8 el val or medio del operudor unt tario e y Slando 3 unm

¢ . |A ,
parémetro roal. La opernoién de grupo es: g"s",e”’ - eL(S+S‘)A

A

obtenidéndose la unidad para sz0 , y la inversa geambinndo s por =s.
6). La probabilidnd de obtenar un resultado determinado r sdlo es dis-
tinta de cero s1 » pertenece al espectro puntual del observable.
Pues #8lo en los puntos del espeatro puntual puede haber di{seonti-
@ nutdad de la functén de distrtbuctién:
:}t:o" E,. ¢l "= ®1 5) es entorno de un punto del espsctro
eontinuo.
d)s La probabi11d:d4 de obtener un resultado ¥ es uno ouando y sélo
cuando el aestado es autofuneién del observable que se mide y r
= 6l autovalor correspondiaente.

Puesto que son equivalentes las ooqdiotonus

E)(-PSO pars ) )y 1§ E‘R@;’K( para 22)‘4
’ At(:ér)d%gp; ne -
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IX. LAS PROPIRDADES FISIGAS.

Se llema "propiedad fi{sica"” a toda magnitud que se nide ocn dos
resultados posiblas: "s{” o "no"”, y tal que no varf{a por eonjunetdn
eonsigo mimma,

Las "propisdndes™ correspondon sntonoes al prooesoc do verifiear
la existenoia o {nexistenoia de propisdades (ahora en el senti{do usual)
en un sistena f{st1ao. La magnitud es: " Existe la propledad tal en el
sistema en oterto estado?" La conjunoién menotonrdn se expresaria:
“,Poses el sistema la propiedad tal y esa mimma proptledend?” Es obvio
qQue noc hay d{ferenocia.

Un ejemplo tipteo ser{a: ";La mad4o18n ds otertn magnitud daré

un resultado ocomprendido entre a y b "

1) 4 las propledndes corresponden los operadw s proyegeién y la
correspondencia es bilunf{voea.

Pues por ser nmagn{tudes les corresponden operndores uutocadjuntos, y

los dnicos 1dempotentes entre estos son, por definioidn, las proyeo-

elones. Al autovalor uno se le atribuye ol signifiendo de "s{", y al

eoro el de "no".

R) La probadbilidad de que un sistem2 en el estado ¢ (normaligedo)

pesea 1a proplednd (> de proyesoidn £ es [Ewl?

Pues como las propiedades aldlo puodo;d'oo)!c}]:no resul tado uno o osro, s

probabilidnd es igual a su valor medio y

vm (E;j@) = (E@,0) = NE @h*

3) 3ea 171-1la multtpliotidad lineal ocerrnda de ¥ . La propiedad
exists entonces oon gsrteza an el estndo ¢ st (p € 7TLE- s J DO
existe, con certezn, st (Y € E] ~ Ve <« Do modo que a 1la negaeidn
18g10a da la nropiedad & s O s8n u la proplednd " no & , eorree-
ponde la proyeooién I - X . 31 03:EW+({E no se puede afirmar nada

s0bre @l resiltado de la verifieacidn de la existencia de asa pro-

pledad on ol sistema.



Sean @i Yy @L dos propledades, ¥y Il. B' sus proyeociones. 3
eonjuneién 1l8gica expresa que el sistema poses amdas propiedades, O
puede deeirse, la propiedad " @iy éz”. do modo que debe espernrse un
resultado uné cuando an efecto existen ambas y cero cuando no existe
al menos una de ollas. Le corresponds entonces el onorador R“l' .
Pero este operndor sflo es proyeeeién euando T'-". ds modo que mo
siempre pue:le efectucrse la conjunoidn de proptedadas (pero véase el
apéndice k). Lo niamo oourre con la 41syunoién " @40 él"', que equie
vale légioaments a " no [(no €') ¥y (0 &*) . Ms tanbién nenesarto y
sufiofente que Fl v R' para que en ofeato sea una propiledad, y enton-
0es su proyesoidn es E1+ B2 - R]'la. ¥y no E1+ R' aomo podr{a parecer
& primera vista. Lo cue se suna son las nultipliofdandes linoales corres-
pondientes, de modo que la de " 5 0 67" es Mg U Nz, ant
oomo 1a de " &'y 67" es ’)71,51 ( Mez .

Resulta as{ evidente la {ntima relacidn sntre laa onernafones de
la léglea 0 o1 flgsbru da clases y las de los operadores proysceidn,
pero oon una significativa di{ferencia: aquf{ hay operraiones *prohidi-
das”. |

Los autores que ssoriben sobre f1l:sof{a A4a la ‘ecintica Cuintiea
FOOORO3ISN Qque 6l lengurje usado en 6lla no puede seguir las mimmas re-
glas que ol oonin, debido a las expresiones de valour 1ldgico indetermi-
nado que apareoen (eomo por ejenplo, ¢l sistema tiene tal pusiotér_: b 4
tal 1mpulso). liny dos salidas para est» asftuncién: o guiarse por una
1ég10a de tres vrlores {ver por ejemplo lleichenbach (14), pardgrafo
30) o restringir el significado del lenguuje, de rodo que existnn fra-
ses 81n sentido.

Nes parece que el Algebru de las proyeeciones incluye hnata cierto
puatc ambas posibilid«des, pues por una purte afiade un tercer valor a

los enunciados (sf{, no, indeserminado) y por otrd reatringe la apli-

onoién de eiertns operaetiones (sonjuncidn, disyuno1én) quitindoles todo
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significado eunndo los prediendos no sntisfagen oierta oondioién (eon-

mutodilidad). Por su.uesto 1ln l8giea de tres valores llega taudién e

algo equivalents, pero el onmino pareco ser d4di{stinto.

Para f£{ jar 1deas he aguf{ un cuadro compnarativo oon la légiea usual:

Léien (sintexts)  Algebra de Hools

Sujeto a (punto)
Predtendo X (eonjunto)
Bnuneindo, con acX
dos valores
de verda=d. a ¢I
Negnaién I-X = X*
Con june1dn Ny
Disyunoidn IUY
Inelusién ICY
Implicaeidn XY (XU Y)
Tautologia £(x,y=1
ibsurdo £(X,Y) =0

Proyecoiones.

@ (punto de un espneio
de litlbers)

R (operndor proyeeeién)
Ew=¥ (s{)
Ey =0 (no)
0#E@+¢p  (indetern,)

T -1 (nogneién diametral)

EF ;T v ?®
EL+F-TF : v P

LY
I-«RB4BF; Tvw?
(2, ?)=1 ; BEv ?
£(R,?)=0 ; Ev I,

La negnoidén es di~metrnl porque transforma oierto an £.1lso, falso en

clerto @ indeterninado en indeterminndo,. linganos notur que no es posi-

ble aquf definir otres neg:oiones, t{pions de la légloa de tres valores

(eomo 12 ofclicn y lu completn), pues todo lo que transforme lo inde-

terminado tctalrente en ocierto o falso goinoide con el operador I y

entonces los otrua dos vialorss no sufrir{an modifio:e1én. Como esns o=

sras neg:cionas son negasarins para definir el vonespto de ocvmplemen=-

taridad (que os el equivnlente a la no-conmutabtlidad) deduotmus que

las proyedoionas no gunstituyen un eusc ${ptlco deo 1Ggioa do tres valo-

res, a pesar de 1noluir un terder valor de verdad,
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Relhoiones entre i'rupied:ades y bagnitudes,

—— -

Es evidnnte cque las nropiedades son nugnitudes de nanejo sinple, que

-

por estar representadns me !{iante operudores agutados no dan lugur a
complionoionas nmatemiticas, mds ain recordando que posesn sfempre un
eapectiro discreto y con s6lo dos autovaloreas.

Por ello serfa muy de desear que pudieran reemplnzarse las magni-
tudes en general por propiedudes, y o0om0o se vera esto @s perfectamen-
te faotidle y aln venta joso desdo el punto de vista eupirista,

En efecto, madir una magnitud (ﬂ es huger la pragunta "bou&nto va-
le 5Q ?" y os evidente ue esto equivale a 1lan sucosidén de preguntas:
"émt& el valor de fﬁ cor:prendido entre a, ¥y ag?” " é....ontro a,
y as?".... qus no son otrma cosA que propieduades. Y advirtanos que es-
te formulaoidn posee dos imporsantes ventajas: 1°), son mdis "realea”,
en ol sentido que expresan mis fielmente lo ,ue oourre en la experien-
eia, pues toda nedioién tiens su limite de error, de modo que nunen se

da ¢l valor de une mugnitud A sedas sino el intervalc en que se halla

-

oontenida, Por supuesto en el cas de convenirnos dar un valor exacto a
ofertn magnitud, ello tumbién equivaldrfa a una propiadad: ";%s a el
velor exaoto de § ?", y 2°) este métudo de 1r "buscando por secotones”
. ®l valor de une magnitud elimina loa in”initos 0 laes da un s entido di-
reeto, por ejemplo: "C"Es el valor do54 mayor que a ?", que es en ri-
gor el dnfoco modo expsrinental de trntar el asunto,

d’O&no se reconstruye una magnitud o partir de sus propiedades ocompo=-
nentes? Sunongamos que n la propledad de que el valor de 54 eaté ocom-
prendido entre a, ¥y a;, ocorresponde la proyeccién B, . Purs un eufa-

do © euamlquisra, la probadilidnd de que es« propiedrd se verifique

Y

os "E\‘?“Z"(E,\LP,LP) o« Como las proptedsndes de astar en intervalcs di-
ferentes se axcluyen, se ocumple R J"'k‘*g.&;f sen lns vroyeccionss dis-
tintas son ortogonales. Por 1o tanto pueden sun«ires y su suna serd

otra proyeocaién. Definimos entonsces las proyecciones E):_Z_ E'K
a, €A

i i
;
/




T T YT TT—" T TS ey
. . :

que forman una femilia espectral, como puede comprodbarse de inmediato
(B =0,8 =1, E< L‘)‘ para A <{M , oontinuidad por la derecha). Ah¢=
re un R, puede esoribirse A l:—!‘ « Fl valor medio docﬁ en ol es-
tedo @ seréd entonces, siendo )',;, un punto cualquiera del intervalo
eorrespondiente; Vm (A;4) N-%— A (8B, ¢, @)
y ssto tiende a f) d (EMP.FP) = (AQ, ‘() a nedida que tomanmos
mAs pequeiios los 1-:torvalon (el 1imite existe por hipbtesis). As{ he-
mos recobrado la expresién usual pira el valor nedio do,ﬁ « 51 NO pa-
srmos al linite y nus quedamos ocon la sumea en lugtr de la 1ntegral, ha-
bremos representado un observable que "aproxima” a 59 y puede reampla-
garlo para todo usc experinmental. I'n orubio en genaral habremos perdido
une expresién rm:tematiou mfis sencilla.
Tornemos ccme 6 Jeriplo el uperador coordenadn (¢ o La propiedad de
cue el siatema se halle en el intervalo (“k-“x, ) tiene oomo proyee-
eién a K., definida por: Exe@)s0 para q (ay } K@= para ay {q <oy,
¥y Bp@=0para g5 Aol Es evidents . ue lun distintas .k son orsogovna-
les entre af{ y sumadaa dan unu fauilia espectral E)m que en ol limite
ccinoide oon la de ¢ : lhq;gmp para q<A Y R =0 parn Q> )
Tntunces el operador q"%qﬁ (stendo ¢ un punto oualguiera
de ese intervalo) os una aproximacidén al operador q , tanto mejor cuan-

%o més pequeiios von los intervalos k .



II1. RSTADIATICA GUANTICA.

Kl postulado III pernite predecir resultados de observasiones,
siempre que se gonozea 6l estado (f dol sietema, pero esto es un daso
de exoepoidn. REn efeato, sélc ee tilene oomo arma el postuladn IV, que
permite elininar los estados no compatidles oon el resiltado de la me-
d101én previa. Pero esto da un resultado dntco sél> an easo que la mag-
nitud medida tenga espactru discreto y sl valor ohservado sea un autoe-
valor no daganerndo. 381c entonses hay sorrss»ondsnotia bilun{vooa entre
autovalor y nutofunoién y pueds dedusirse que ol estndo del s{stema o8-
%4 representado por esa autofunocién. Pn todos los dends ausos al valor
medfido corresvmwonde una multinlieidad linenl que pusde tener oualquier
nimeroc de dimon™ ones ¥y no hay regla nlguna para elegir uno de sus
puntos eomo reanressntante dal estado.

Es para estos oconmos an que los dntos no anlennzan =« determinar el
estadc del sisteman e se Introducen lom métodoa estad{sttaca, tanto
olésion eoro cu'ntiicamente.

Para ello ase dtudia el comportamiento nedio de un mgregndo forma-
do por un gran nimero de sistenas 1guales al de 1nterés y luego, me-
diente alguna hipotesis de tipo ergdédieo, se sxtransn aoonclusiones eon
respecto al comportamiento individual de su; compcnentes,

En prinerf{simo lugar hay que aglar:r el asignificado de ‘'sistemas
{guales". ”n general se dfce que dos sistemas son 1guiles ouando dan
reguldndos 1gusales para madictiones de todns las r:gnitudes imaginadbles
efeotundes en lis miamns condioionss, iiisten:s 1gunles satisfacen el
prinoipio de c.usalidnd; esto es uns tautologfa.

Eata definioién de tgualdad no es (t1l pues as imposible de aplicar.
La defintoidn rue impli{oitnnente se usa es la sigiiente: sistemas igua-
les son aqusllcs rus poseen en comin un cierto ndmaro de propiedndes
f£1{jadas de gomfln uouerdo por todos los obaservadores y (ua en genernal
g6 resumen medinnte 1la ndjudieagién de un nombdre al sistena (eleotrén,

mnoléouls de hidrégeno). Ademfs se r£{jn tumbidn un oierto nimerc de pa-

rimetros que por hipStests bdastan para determinar el ostudo del sistema.
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Entonces sistenins {guales y en iguales oondiciones msignifion que tienea
{gual nonbre e {guales valores de esos parilmesros. 'l prineipioc de cau-
ealidad se convierte as{ en al problern 16 caloulir cuantos y cuales
pardmetros socn necesarios pura defintir lu igunldad. 34 parece no oume
plirse esc s6lo signifiearé gque existen otros purdnetros "ooultos” ou-

ya influencia no se habfs tonndo en ouentu y que en ndeitnte hnbrl

. Sambién que riedir,

Para 1la }eainton Cudntion el problemu no es8%d 13{ blen plantendo,
pues bdastarfa s;ue ontre los parfmetros necesarios hubieae algin pur
no eonmutable pura que uese inposidle verificar lu: 1gualdad de cone
dj01ones segin svsa derinioidén. "™xiste s{ un ciepto ninero de propie-
dades constuntes en el tiempo y cunnusables gun gran nimarc de magnie
tudes, y ellas se uasan para dar nombre a lon sistenus del nismo nodo
que antes., Luego se oconsideran %odas aquellas propiedndas que se han
verifieado y se srhe que coexisten; por oer simultdnens sus proyegeio-
nes commutan y pueden oombinarse por conjunsiféni se tiene en defin{ti-
va una sola propiednd E que las resune » todns. 358 dAiréd entonoces que
dos sistemas son equivalentes st tienen 6l mismo nombre Y poseen la
mism8 propiedad X . Rl término 1gualdad es prefarihle no uttlizurlo.
Bs elaro que esta defintcién es igunlmente it1l en ol orso cldstoco,
pero aquf{ se pce tula que axiste una propilednd tan “"oonpleta’ nue per-
mite sustituir 1la palabra equivalengig por jgualdad. Un agregado es-
tad{stioco fomndo por sistemas jguales tmmixdx tendria las dos oar:o-
teristicas sigutantes:; 1°) eer{a purg, lo rue asignifica que el valor
medi{o de cualquier magnitud tomndo sobre el agregndo total es {gual
al tomado sobre una psrte ocualquiera de 81, de modo que por diviaién
en partes se obtianon agregrdos estndiaticos 1dénticos. 2) serfa
4Xne%0, © 80a ue todns lns magnitudes tendrfan dispersidn nula.

Cualquiera de estas dos gurasteristicns tuplion la otra.

Fn la estndisticn oudntioa en ocanmb1o puede danoustrarse yue tal su-
postieién es {ncorreata y que aunque hay agresgados puros no loa hay

axagtos.



Renresentnoidn MatonfAticn de Agregndoa.

Un agregado antadistioco queda determinado s{ se dan las Gorres-
pondientes funciones de Afatridbucién para todas las nagnitudes., As{
{a( A) 1ndioa 1a prodabilidad 4e obtenor un raesultado menor que )
al medir la nannitud (R , y essé dada oldstcamente por el cociente
entre ol nimero de sistemas que tiener un valor de (. menor que A
y ol nimero totnl de sistemas del agregado.

Oonoeidas las {1( A) se pueden calgular los valores nedios de
laa GI\_: m(Q) = ‘f:) d {&Q) y los de cual;juter funcidn de &

= oc

miF@] = [ FM AL ().

—-—ob

Pero para introducir la nooién de operador estadistico, debida a
v. Neumann ( ver (11) y tanbién (10) ) es preferible carasteriaar al
agregudo mediante el dato le los valores medios de todas las nagn{ tu-
des y todas sus funciones., ue esto as equivalente A dur las funciones
do 41stribucién o verifica fAicilmente: sea r (x) 1a funetén carae-
teristion del intervalo (-o,A) (0 sea §guul a uno para X L) ¥
a oero para x> A ); entonges el valor medio de ')(GL) es por de-
f1n1o16n la funcién de Atatribuoién ﬁa( )
Dar un agrepgndo estad{stieo significa entonces dar una funoién
wm((l), euyo argunento es cualquier nagnitud tmaginable.
Pero para que n la inversa una funcién wn((R ) represente a un
agregado estad{stico dedbe cumplir ofertas condioionea:
a). Ser stiempre real, y st (i es una magnitud que por su naturnleza
no puede dar resultados negativos, debe ser wm(Q@)»0 .
»). St Q $a,ﬁ+l,® stendo A ¥y (¥) otras dos magnitudes y a y
b ndmeros reales, dede ser wa(() = a.wm(A) 4-v.wm(®)
independtentemente de que ) ¥ (P sean o no medidles stimulténea-

mente en un mismo sistema,

84n erbargo nosvtros introduciremos ain otra modifienaeidn que oona

siste on reemplazar las magnitudses por propiadades, y se veri como



6llo aimplifiea oconoeptos y demostraciones.

Un ugregndo estad{stico estard dado por la funoién p(5) igual
& la probabilidad do que se verifique nfirmativamente la proptiedad &

Que esto es equivalente a 1ln caraoterizacién anterior es imnedte-
%o, pues la funcién P, (R) utilizada en la pégina anterior es una
propiednd, A la inversa, como toda propledad es a la vez una magni-
tud, resulta cue la funeién wm((R) es s8lo una prolongaeidn de la
P(E) s 0sen w(E) = plE) , pero p((l) no essd defintda st (X
no es una propiednd, Esto explioa que el trabajo oon la p( &) sea
nds ssnotllo, pues wm((l) oontiene datos supersbundantes que sdlo
sirven para complioenr las formuleaoiones.

Las oondiofones para que una funeién p(E ) ocaracterice a un
agregado serdn nhorai
a) p(§) real y mayor q dguak a sero.

%) 88 & y (F son dos proptedades exeluyenges, o sea (& ) =0
debe cumplirse b ( LUF) = p (&) + b(F)
De aquf mse deduce que st £ C g « PIE) L p(%) s pues Cc‘
puede descomponeree en (5, () (— stendo & NG—=( ¥y el teorema re-
sulta del postulndo a).

p(&H) serd llamada la "funoién estnd{stioa’ del agregudo.

s) 31 so tienen dos agregados de funciones estndf{stions pl(fp) y
p‘(@) y oon ellos se forma uno solo, su funsidn estnd{stica serd
PE) = o b (G)+p h(&,) stendo { ¥ @ 1la proporeién numéries
de onda ngregado en el agregado total,

1) p(é )% 0., 3 @3 una propiledad que poasen todos los sigemas, ein
o_xoopo‘ldn. pues su dnioo resiltndo poaibla s uno. Yntonces equiva-
le a afirmar que el sistema, que exist{a por hipétesis, en efecto
existe, u otra tautolog{a. sualquiern, Pero lo mis conveniente ss
consi derarla oono la propledad de e¢xistir. Lo 1l6gico entonoes se-
ria exigir p(J) =1 y entonees todns 11is prupabilidades serfan

absolutas, nornalizadas, 3i{n embargu a veges es conveniente
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trabajar eon probabilidades relasivas, poniendo p( J) =c0 ¥y re-
munci{ando a normalizar. Pero como nuestro objeto s Jjustanente no in-
trodusir i{nfinitos en lns formilaciones ffsicas, supondremvs siampre
p(J) finita, y salvo adverteneia expl{cita, normilizada.

e). Un agregndo de funoidn estadf{sttea p((>) ser& puro cuando eual-
quier otro agregado formado eon parte de sus ocvmponentes tiene

tamdién eono funoidn estud{estea a p(f,) .

f). Un agregndo p(&%) es axaate ouando los dnioos valowes que pue-
de tomar p(&) son eero y uno.
Pues en un agregado exasto todac 1as magnitudes tisnen dispersién
nula, por definieisn, o cea: wai(@®?*) =[‘m((ﬂ)l'l para todo (R
Pero s1 ¢! es una propiedad & , emo & =& , resulsa
p(G) = [p( Q)]z' y esto 88lo se cumple para los nimeros uno y cero.

8). Todo agregado exaoto es purv. “ues 81 lo 4d1vidimos en dos partes
en proporeién o y @ (+® =4 ) y las funeiones estad{stiocas
de esas partes son pl(é) y pz(é). vnle
P(&) = P1(f’) +¢ b, (&) y oomo son todas cantidades no
negativas, st p(&)=0 tiene que ser pl(f,,)-.pz(é);o A 3
P(E) =1, eomo p(JI=-&) =0 (por b).), resulta
Pl(B‘fv)?:Pz(:S-&)iO , O sea pl(é);pg(é)z—:l « Y gomo uno y
eero son los dnticos valores que puede tomar el n;regado original,
quede demostrmdo el Ssoremn,

El torema rea{proco no es olerto, como se verd mis adelunte.
Bl Operador REstad{stico.

La elecetén de la forma de 1a funetén p(E) o wm((R) 1mpliea
en reali{dad un nuevo postulado que suatituye y generaliza al postuln-
do III, Bl siguiente ruzonanmiento sugiere cual ha de ser esa forma.

Sea {(em]! un ststena ortonormal oualquiara y ( una magnitud, 31
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un sistema se halla en el estado ¢, , el valor medio de X os

(R Qe Q&) o Pero s{ en lugar de un siatema 80 tiens un agregado que
ea nezela deo sistenas en los estados i‘e'\g en la proporeién ¥, pare
el estado ﬂen s 61 valor medio de (X sobre todo el agregado serd
wm(Q) = A u.“(R‘fh,H?,\) » Yy stendo U un operador cuyos autova-
lores son ;o- u, Y ouyas autofuneiones son l1as ‘Pn, o 882 suma o8

el Spur 4 UR , pues
Z uh(R"enr“Pr‘) = Z ‘(R"Pn)u"pr\\) =2 (UR "e"'\p") = \SP UR

Entonees se andopSard eomo nuevo postulado:
POSTULADO IIX°. El valor medio de cualquier magnitud @ esti dado por

la funoién wn((R)=SpUR , o también, la probabilidad
de cualquiar propiedad G eatd dadn por 1A funoién
p(&)=3pUR ; stendo U un operndar que caracteriza
al agregadoc estad{sti0o repressntativo del s{stena.

U se llama "operador astad{stico” del agregudo o del ststemsa que ece

agregado representa. Pero hay que verifieur que la funcién 3pUR

ea una fune1én e~stadfatica. Y en efeeto:

a). Eata ocondie1dn se satiafnee exiglendo que U sen autoadjunto y
definido postitivo, puss sl produsto de dos operandowes definido
positivos tiens 3pur mayor o igual a eero (ver (9), Cap. 1I, paré-
grafo 11), y las proyscoionss también lo son.

b‘). BU(E+TF) = SpUE +3pUF pues el Spur ea una funoibn lineal.
Esto vale también st EP %0 , peroc entoness E+? no es una pro-
piedad y se trata mas bien de la funoidn wm(0) que de 1a p(S).

¢). 3¢ t!1 y U. son los oparadores estndisticos de dos agregados ¥y
y oon estos se forma uno solo en el que entram en la proporeién
1>, d+>= A » 81 Op.eet. del agregado suna es

U= %Ul-l—ﬁu'
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J). S1 se exige que el operador I tengn la probabilidsd uno (nor-
maliznetibn), ello equivale a pedir: NUI=HU =1 , de modo que
U, por tener Spur finito es un operndor "vollatetig" y tienes es-
pectro puntual puro.

8). Agregndos purvs. 31 se divide un agregado de op.est. U en dos
partes en proporeién numérien d4:p , «+@ =1, ¥ euyos op.est. son
vg. vy t!z ». 61 agregado inietal se llanard puro st, cualquiera sen

1
el modo de partiotidn, se ompls U =U_=VU,

Teorema. La condieién necesarin y mr:oio:to para que un agregndo sen
puro es que su operador estadf{stieo sen una proyeecién sohre una sola
dimensién U=Py,

La eond1016n es suffeiente. Pues sea U=P, y { una funoién
sualquiaer: ovrtogonal a ¢ . Como U, Ul, Uz son defi{ntdo posttivos,
vale: 0<«(Uf f)< .,L(Uiﬁ,,e)+g,(uz,€,,e) = (uf,f) =(Rf.f) =O
Pero de (Uif,ﬁ)zO se dedues, por la postitividad, ulrs—o « St ahora
g€ o6 uma funoidén oualquiers, (f,01¢)=(01r,3) =0 , de modo me toda
funoidén £ ortogonal a © es ortogonal a U;8, © sea Ulgena“LP pa-
ra todo g , y oconstderuando que 8p01=1 resul ta 01"'1’\0 y por lo
tanto taabtdén Up=Pyp .

Para dsmostrar la nesesidad de 1la oondteién, v.Neumana (ver (9),
pég. 169) procede 46 la aiguiente nmn@o 1la 1gualdad
U=tUy+ @ U, se deduea nhorn por hipétesis; bastard demns trar que
sualquier operndor U puede descomponerse en suma de unA proyeocidn
unidimensional y algo mds (que también sea un op.est.), os deeir:
U=aP,+ (302 » ¥ de aqu{ entoness resita U=P. .

Pero para efectuar dicha descomposioiGn nosotros segiiremocs un oamino
distinto, que nos paraece ndas fluatrativo. Por ser 3pU=1 , U posee
espsetro puntual puro; sean ';Rn} sus autovalores (ZA.=41 ) ¥y Pn
las pultiplicidades lineales oarusteristions correspondientes. Znton-

ces U puede 4scribirse u=22% (que correasponderfa a una nez-



ola do agrsgadus de op.eat. P_  eon peso A, respeotivamsnte).

)
Elijamos un P, tal que A # O ¥y supongamos que z—)hn—?‘o ( é- in-
dioa que la suma se extiende a todo n+#k ). Entonceas:

) ) 'R
) U= P, +72 A= FAx l:ﬁ +Z' 2, "2’77"\
L siemdo r el nimero de dimensiones de P, . 31 alora identificamos:
) P - 2.) Ank _
rdu=o 5 23 =0C ; -,;:-Ui / —iﬁ%-ul )

tenenos una descomposicién de U fisiemmente signifioativa y que ocon tra
d1ce la hipdtesis, pues svidentemente Ul=# U' « Do aquf{ se deduce que

)
Z M 30 puede ser Af{stinto de esro, y por lo tanto U eas miltiplo

de una proyseecién Uka/r « Pero 81 r es mayor que uno, es svidente

‘ que Pk puede descomponerse en mma de dos proyeceiones ortogonales
de modo que nuevanente habria eontradicoilén eon la hipdtestis. Enton-
een dodbe ser r-=1 Yy U:P@.

f). Ho hay agregados exactos. Puss en 0nso de haberloa, 3pUE dede to-
mar s8lo los valores umo y oaro, pero sf X es proyeaciln sobre
una solas dimensidén, R=P, , HUP, es funci6n contimua ds @ , de
m0do que, 0 o3 sconstantemsnte nula y entoneea U=0, o es conatante-
mente igual A uno y entoness U=I , pero umbos cnsns eetin exclui-
dos pues no tiensn Spur uno, y ademés por el parfigrafo anterior, U

N . tendria que aser uma proyecsidn unidimensional, ya qus todo agregado
exaoto @8 puro.

g8). Como se acaba de ver, un agregado puro RO o8 exasto, a diferencia
de 10 Qque oocurre en la estad{stiea clistca. Pero decir que un ngregs-
4o es puro es lo mds ceron que podenmos llegar del coneepto olisteo
de um agregrdo cuyos comporsntes son jmnles, pues ello indiea wumm

-

completa homogeneidad de propiedades en los componentes. 3in ambargn
spidh as{ hndr& magnitudes de dfspersién nmo nula. Como esto no pusde
deberse a la existeneia de "pardmetros ocultoe”, pues las deducciones

son independientes del nimero y elnse de parémetros, sato signifioca
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que no se oumple el principioc de eausalidad. e deoir, no es posible
definir la 1{gualdnrd de dos estndos mediante la 1gualdad de los re-
sultados de nndiociones efeotuadas sn ellos.

Ern rigor hagamos notar que sl derrumbe no e¢s total n¢ mucho ne-
nos. En efeato, 81 oonocmsns “exaetumente™ el estado de un sistema
\(o sea la funeidén de onda ¢ ),podemos en muehos casos "aplicar la
ley de onusnlidnd”, predecir ocon exnrotitud muehos resultados, a sa-
ber los de aquellas magnitudes de cuyos opseradores aea (p autofun-
o16n (todas 1ns conmutnables oon la que permitid determinar ©)e B
cuanto a las otras, st no podemos predscir exactanante sua vhlores,
podemos predecir la ley de dtstribuciln de e stos, lo ocual mo es poco.

Conoocer “sxaoctansnte’ el estndo de un sistama 68 ol onm limite
de la estnd{stica (tanto olistea comdo eu’nticanmante), 3s el caso en
que la sstad{ntioa no es negesaria. Tl agregado ser{a puro y su ope-
rador estad{atioco la proyecoidn sobre la funoién de ondn de ese es-
tado U=P, . Y en orooto:-m saso ol valor madio de un» magnitud
suslquiers es apUAr_Squ,A:(Me ¥ ) , como ea {mmediato at para
caleular el Spur se toma a (/ eamo uno de los e jes de coordenadna.
En este 0nso se diee que sl agregado es um gsgtado, on los demfs es

uns mezgly de estados.
Cfleule del Oparndor “stadistteo.

Para que ol tratamiento del problema £{steo sea completo es ne-
ocssario alin indicar eémo se caloula el op.sat. de un agregado. Zsto
debe ser siempre posible, puss para eeo se introducen los métodos
estadf{sticos.

Como dato ses tiens el resultado des elertns mediciones (comsute-
bles), que cono Se ha visto, pueden reamirse todas en una cferta
propiedad Cﬂ « Deolr que el sistama tiens l1la propiedad 69 signifi-
oa afirmar que los resultndos de tales medietones son tules.
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Como hipéteais se supone que %0d4n el eonosimtento adquirido so-
bre el sistema estd rosumido en (> . Nada puede nfirmarse sobre una
propiedad no osntenida en 6 ; 01 que eas eierta ni que es falsa ni
que ee indeterminada.

El agregado estad{stioco que representarf al sistena de interés
tiene entonees que cumplir dos condioiones.
1°). Todos sus ocomponentes poseen la prép‘lednd &

2%). Ningfin otro faetor dede ser tomado en ouenta.

Llamando U al operador estadfstico busendo, la primern oondi-
01én Atoe:s BSpUR =1 . La segunda se expresa usuilments dioiendo "hay
que elegir 1gunles prodbabilidades a priori”, y segutdanents se verd
su fogsulaoién matemftica.

Para satisfneer la prinmera oondioién el procedintiento es sl si-
guiente; se van tamando distintos stistemas (que puede suponerse for-
maban parte de un oierto agregado U, ) y en ellos se mide la propie-
and & . 31 1a poseen se inoluysn en el agregado que se estid aons-
truyendo; ai no, se & jan de lado.

Pero ,de cuintos modos puede medirse una prupiedad & * sea M,
su multiplicidad (qus es supone de mis de una dimensién, puses s1 mo
todo es trivial) y {‘&} cualgquier sistema de coordenadas en ella.
Se eompleta este sistema en J'WL:' eon otro, sea {Wns s J 80 @8-
teblecs una correspondencia biun{vooa ¢, +>3,  V.& M. siendo los

A Y /Aq nimeros reales cualesquiara pero todo- d1 stintos entre si.
Se tiene as{ Adefinido un operador mtonajuntn\"nyo- autovalores son
los V*HM y autofunciones {‘?,.\J,{Lyn} « Por el poatulado TI le corree-
ponde una magnitud f{stea medible. fSrmese ahora la funeién ¥(R),
stendo ¥(x) =1 para xgi)ngy Hx) =0 para xe{ftn} (y fuera de esos
puntos ardbitraria, pero integrable). El operador F(R) tiene eomo
dnticos autovalores uno y oero. no parn las fumofones de ’777,5 y
ocero para las orGoganales a ellas. Por lo tanto F(R) =% y la uedi-



016n de R equivale a la verifiencién de (> . Pero hay tnfint tas
R admteibles, puss hay {nf{nitos modos de elagir los sistemas {‘6,}
y {'\k} y loa nineros “n} b 4 5}‘&\ .

Hay entonoes infinftas mansras de verifiear uma propiedad.

Por otra parte, si el agregado original tenia op.est. U,
agregado obtenido ocon aquellos de sus componentes que dan F(R) =1

s O

tendrd oamo operador estadfetico:

5 %t i

pues al medir R todos los sisSemas quedan emn alguno de sus autoes-
tados, §‘€,‘i o %W.i » Y @80 oon probabilided SpUOP%= (Ug‘ﬂ,-‘ﬂ‘.) eto.
y se utilizan sblo los _-IM,.} o U @8 una mezela de los estados Py,
El fastor 1/3pUE es parn nmormaliaar.

Como R'P‘(’.\ para t0do A , resulta U v R , 0 sea, U commuta
oon todo operador R que se utilise para la formacién de su agre-
gndo estadistioco.

Es ahora neoesario satisfrosr la segunda ocondicién. ds ha visto
que hay infinitos modos de elegir sl operador R . No hay ninguna ra-
z6n a priori para preferir algunos de e6llos o rechazar otros. 3i
284a se sabe del atatema fuera de tener la prépiledad & +» todos los
proesdimientos de verifi{eacilén deben wer andnmisibles. Eato no es nds
que el postulado de equiproWabilidad a priori, aunque aguf{ parece
mueho méds "natural” que en el espaeio de las fnses. En realtdad sigus
stiendo un poatulado que dice:™no hay ninguna ley f{stioa que dé normns
a priori sobre seleecién de méitodos de verifisaetén ds propiedadss”.
Vv.Noumamn (9) , qusa fué el primero en dar la expresién cuinttioa pre-
eadente del postulado, parecs dar a sntender que ahora, mdis Jus pos-
tulsdo, es una necesidad ligien. A nosotros nos parees que el pro-
blema ha stdo llevado a un terreno mueho més oonorato al traducires
a la Cufntiea, pero que no es {neoncsbible que un dia se enuncio o-

tro postulado que prohiba por ejemplo la utilizacién de operadores
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R 81 no son acotados, o postitivos, o algo as{. Pero aceptando qus mo

se rochaza ninglin R pueden demostrurse los sigmientes teoremas:

Jeorema. El operador estndfstico ds un agregndo formado pare repre-

sentar a un sistema qus posse la propiednd & (que resume todo 1o que

se sabe de §1) es Uxz{§E (stendo r=3pR=H® de dinensionss de 7is).
Pues sea @€ M. Hay algin R del que es nutofunciém :

Re=2¢ , yeontonoes, oomo RVY U : Hi@=URe=U)lp= ] U

0 sea Uy también es autofunoifén de R y parn el mimmo autovalor,

pero eomo sstos son todos simples vale Ugp=ay .

Como ssto vale para todo lee ?ng 61 faotor a debe ser indepen-

diente do ¢ ,purxmanttuxtimd Recordando que Uy = 0 para todo

Ye J-WLE (pues no hay ninglin sistema del agregndv que tenga

la propiedad uofg ), resulta entonces U=ak, y de 3pU=l se

deduee a=1/SpE=1/r .

Tsorema. Condioc1én suficiente para que pueda reeultar U=E/r es
que, siondo “o ol op.ost. dsl agrogando original, se owpla UE=E .,
Pues como ya se ha visto es

U = 1/8pU,E {Z‘"o‘(’n-‘(’n"’«e =1/8pX ) P, = E/3pR .
@} " @

Un agregado original que sirviera para formar el agregndo esta-
df{ stieo eorrespondiente a cualquier propiedad tendria entonces que
satisfecer a la ecuaoin U X=X para toda K , 0 sea Uy=1T.

8in embargo I no es normalizable (Spl =<0 ), de modo que mo
oade en mmstra oxposioidn. Es que en realidad resulta de una geme-
ralizacién demaetado amplia. En efecto, las propiedades de la renli-
dad no son infinitas, no cubrem todo el espacio 4s Hilbert. Bastard
ontongces considerar un operador I' que las contenga a todas y del
sual e olerto modo I serfa el 1limits al tmnrse en cuenta todas
las propiedndes teSriommente imaginublss. I tiens una nultiplioi-~
dad limenl de emorme, pero mo infinite, nilmerc de dimensiones.

Para admitir osto tenemos que investigar més a fondo el garde-
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ter de ciertas propiedades que ya por s{ eolas no son normalizables.
Toasmos 0o o jemplo o0l siguiente: ol sistema tiene la propledad de
que su eoordennda x se halla en el intervalo A x . Por psyueflo qus
sea Ax , la multiplicidad correspondisnte tieme infinitas dimensio-
nes, pues 6s bien sadido que hay infintitas funeiones de L2 lineal-
mente independientes y muluas fuerea de un intervalo dndo. Pero esto
oeurre porque so adjudica a x un espsotro continuo, de modo e 6l
intervalo A x puede decrecsr sin témino y siempre corresponderle
una mb;bilidnd mayor que oero (relativa al intervalo unidad).

Nos parece ((ue €80 no es 0orreeto. En efecto, oxisten para el im-
pulso de un sistema li{mftes 4dndos por la finttud de 1la enargia total
del universo. litngdn sistema pueds tener tmpuleo infinito. Pero segin
lo dicho en pédgina 6, eso signifiea que la coordenada eapacial a8lo
puede tomar ommou valores los miltiplos enteros de cterta suntidad que
equivaldria a un“"euanto de postoién”, de modo que sl pasaje de una po-
e1016n a otra ser{n diecontinuo. Como ahora en lugar de funoiones hay
vectores, al autovalor A corresponds el autovestor {v“% siendo
¥, =0, » ¥ Dor lo tanto es simple. Tntomees a todo intervalo finito
corresponde una multiplicidad lineal de nimero finito de dinensiones.

Hay otra diffoultad, psro memos grave: si (7 tiene dimensidén fimt-
ta, ‘no fo ” 1a tendria infinita, pero es que ahora no le hacemos
eorresponder el operador I - K sino el I' - K,

Podemos entonocss suponar que todas las propiedades eoxperimantales
ocorresponden a proysocciones de 3pur finito.

En ol 1fmite I' 1 puede eonsiderarse coro la mezg¢la en igualee
proporetones de todos los estados P, musunnente exoluyentes. Es
féa1l demostrur que la medieidn de cualjutier nroptedud en 61 no lo
altera (ver v.lieunanm,(9), pdg.183), es desir que correspands al mfs
alto gmdo de equilidrio imaginable.



V. APLIGAQICNES.
Postulaoién definitiva.

Después de todas estas consideraciones estamos en oondieiones de
resumir los métodos de la estadistioca ocuéntics en dos postulados, en
‘apariencia sencillos:

POSTULADC I'. llay correspondeneia diun{voca entre propiedades f{sieas
' y operadores proyeeoidn en un espaeio adecuado.
POSTULADO II'. 31 la propiedad de proyecocidén ¥ resume todo lo que
se snabe de un sistema f{atiec, la probadbilidad de que
una verifieaeién de otra propiedad ? 48 resulsado
afirmativo es: 8pEF/SpRk .

Pl postulando I' equivnlo exaotamente al 1I (pdg. 85) y merece los
mimmos eomentarios.

Fn euanto al IYI' , se supone que la propiednd E existe en ol
momento en que el ohsarvador proeede a la verifiocnsién de 7 . 34 R
se hab{a medido ocon unhn 4iferenaia aprecianble de tiempo de vbservacién
08 necesario dar alguns regls que permita sustituirla por otra nds
adeguada, Como se sabe dicha regla es: susti{tuir la proyeceidn =
por la proyeecién rgr,“- , donde 1 es el ttenmpo transcurrido en-

tre 1las dos medioctones y T_ o8 un grupo abeliano gontinuo de ope-

3
radores uni tarios cuya forma debe ser dada por nuevas reglas, la
mds ssnoilln de lns cualas se expresa: Tex o“PH t . siendo H

sl hamiltoniano del sistema. (Véase por ejemplo Dirac (3) Cep.V).
Vari{aei{én del Operador Rstad{stico oon al Transourso del T{empo.

En primer lugar se veri la influencia de las medici{ones acbre el
operador estad{stico. Ista puede cnnsiderarse desde dos puntos de vista:

1°). 31 interesa seguir la evoluoién de un solo ststenmn, de modo que



al agregado ostad{stico es #sélo un medio do estudiarlo, el procesc os
sene1llos se sabs que ol sistema tlene la propiedand é : entonces el
op.0st. dol agregndo que lo representa es U=R/SpE ; se verifioca lue-
g0 la proptedad (- , que existe eon probabilidnd IpEP/3p= . 31 el re-
sultado es afirmntivo, se sabs ya otra cosa que antes: cl nistema tio-
ae la proplaedad & o G0 modo que sl nuavo agregado que dabe represen~
tar estndi{sticamente al sistema tiene oomo op.sas. U=PF/Sp? (pero
vénse ol Apéndico I). 51 el resultadc fud negrtivo sélo hoy qus reem=
plezer P por I' - P,

2°). 31 interesa seguir la evoluetén del agregndo estadistico en =i,
verificando la propledad = en tSodos sus componentes pero sin luego
separar ninguno ni ngregar otros nuevos, ol rasonaniento 6s oomo si-
gue; el agregado tenfa ol op.est. U=R/3pE ., "n la fraeocién
SpBF/SpR de sus ocmponentes existe la proplodad P y en la fracoidn
3p(I*=P)R/3pR =1 - SpRF/SpE no sxiste, o sen exiate I'-F ,

Entonees sl nuavo opersdnr estadfatico es

U= SLEF F  SpE(T-F) (I'F) (pero véasa el ipéndice I).

SpE SpF SpE Sp(I-F)
Hagamos observar que el heeho de Raber trabajado eon propiedades
oR lugar de nagnitudes ounlasquiern nos ahorra una onntidad de oom=

plieneiones formales.

8°). En el {ntervalo entre dos medtciones U sSambian se mod{fioca. 3%
se eonsidern el tiempo 4del sistema oomo pardnetrom, 6s deeir, si no se
t{noluys la ourrta intogrooidén en el producto escalar, pueds obtenerse
1a vartacién de U dQefiniendo la derivada oomo l{mite del cociente
de tnorementos; 2VY - G, Visae —Us

ot at> o At
Supfngase en primer lugar que Ut o8 proyecoién unidinensional sobre

(et N U';PQL_ s ¥ ®8a \V una funeion cualqifern:

(¥ Cornt) Corne — (¥, 4) G
At

D_Q —‘eimU b—u =
A _gti__.t\p__em
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y sunands y reastando (y 26)@, . ®0 ol numeredor y pasando al 1l{mite
3‘{:%@, %‘9 ¢4 (‘Y,w)g-% = 28{(he ¢) @ - H(wv)¥)= %ZLZUHU(—HU‘(]
y some VY era cualquieras Qg = [H,UJ
864 U e8 oombinacién lineal 2. proyscciones unidimenatonales vale la
miema oonclusién puesato que todas las opersuciones efectuadus son li-
Reales. Como ese es siempre nuestro caso, osa igualdad vale para to-
dos nuestros operadores estad{eticos.

Reealquamos que aun cuando formalmente esta £6rmula es igual a la da
fpég. 18, su signifiendo ea distinto. Aquf{ ol stempo figura como para-
metro (aunque ea el tismpo del sistema, no el de obenrvacién) y por
080 08 Nesesarie una demostraciln especial que no vale en genersl.

Pues una propiednd, a menos que en su emunciacién intervenga explifei-
tameonrtq ol tiempo, o8 siempre la misma (su enunciadv no oambia) y
su "derivad, paroial” es nula, Pero si a esa miana propledad ase la
toma eomo operudor estadfostico, dobe acompuniinr en su vortacién al
siatema que representa, ¢ sea su nultiplicidad lineal debe transfore
marse ocomo si se mplicara la ecuneién de SohrSdinger a cuda uno de
Sus rayos.

Identifioando, como se hnoe siempre, los tiempos de observacién
y del sistema, se deduce que la variaocién de U puede desoribirse
tar:bién rediante el grupo de oparndores unitarios ‘1‘t , del siguien~
-

t%¢ modot Ut:: T'U'l.'t o

Kl Teorema Ergédioco.

Sin detenernos en la importanain y significado de la hipdtesis
ergbdica, haremos en primer lugur un breve resumen de su plantoa-
miento elAsioco.

Bn ol espncio de lns fusen de un sistena, su puntc representati-
vo W, doseribe una trayectoria, a la que ¢n general asse le exige no
salir de otlerto doménio prefi jado, por ejemplo una hipersupercie d(,
de energin constante. E1 teorema dice vntonoces: "ol tiempo medio de
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permaneneia de (, on un dominio cualquiera 9 4o volumen finito
tiende, para t .0 , al ccolente vol(®)/vol(y) 81 J{ tiecne
volumen finito, Y a cero en eamso aeontrario”.

Este teoramn parmaneoid sin dsmostraeién haasse ue en 1931 Koop=-
man (7) encontrd que lce movimientos en el vapuoio de lis fHses po-
dfen represontirse meiiante un grupo de operadcures unitariva en un
esraoto do iiflbert, del algutente modo: el teorama de Liouville per-
nite establecer lu invarisnneta 4el volumen ocupudo por un namero f1jo
de puntos representativos. Como medida inviriante ese volumen permi-
te definir un producsoc esaoulur apropiado: sea (<) wuna funeidn ou-
yo argumento G partonece al espacio de las fases; diremos quo per-
tenece al aspnolo do liflbert "ergddico” si f|ﬂ¢z)|zdv('~l) { o0
sfendo Aav(y) el volumen infinitesimal de unucltorno de 3 , y st
g(f) tambian pertenece a ese esnacio, deftinirenus

(£.8) sfr(m.s‘(a)cv(a)

En oste espacio de H1lbert se definen ahora los oparandures unita-
rios V., mediante: Vtt(Q) =r(q,) o 4iondo Q; 1a posioién que oeu-
parfa el punto @ al eabo del tiempo € . Jue s01 unitarios resulta
de la invuriancia de v(}), pues:

(Vo£.¥,0) = [ £19y) @) av(a) = [ £(Q) Sg(Q)av(Q) = (L08) -

Como poy supuesto v'.vt,a.v‘“. y V=1 3y vt.lﬂ'v-t » los ope=
radores Vt forman un grupo abeliano,eontinuo.

Un dominto SZ del espacio de las fnses aestird repr-sentado en el e~
pacio ergddico por su funeién earmotarfstioca ‘OQ(Q) » 18ual a uno st
Qe@ y a eero en oAso contrario.

Ahora al teorema ergddico se expresa as{:
T

~ ) = z Ve ra
éi’.ﬁ - fo\écb((,)) dt -jw\cg(ml dvg) = ¢
dondo hemos supuestso que el volumen total del espuo‘o de lus fanes
que interviens astd normalisado a uno | fdv( 1) =1 ), sosa que aso~
g
guiremos acep¥:ndo en 1o suocasivo.

Con este formulascifn el teorema ergidico fué ripidaments demostra-
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do por v.Neumann (12) para los ersos de aonvergencia en promedio y
por Birkhoff (2) para la convergensia puntual, aunque uasnndo mésodos
totalmente distintos y que no vamos a resumir. La purte nntemdtioa-
mente importcnte del teorema es la dsmostracidn de 1la oxtatenstia del
1{mite temporal; luegno es 401l ver que si existe debe ser igual al
promedic espacial, con unt comdieidn; que hnya "transitividad n‘u;i-
ea”", lo que signifioa que on la parte dal espacio do las fnses deo
la que por hipStesis no puede salir ol sistems (J¢) no deben existir
dominios invarinntes en el tiempu, o0 sea que V‘og(Q)#og(Q) para
cast todo t, 1memos que R =y o P=0

Prsemos shori a la Leocaniea Cudntica y tomemos al tiempo del stiste-
ma oomo pardnatro. Bn primer lugny no puode utiliznrse el espacio de
las fnses, pues ostd prohibido seiialar en 61 puntos o {nolusoc dominios
lim{tados, de nodo que una treyectoria carece de sentido en oualquier
aproximacién. : primera vlatg esto parecs una catiastrofe, puss todos
los goneeptos utilizados en el teorema argddico: truyectorins, cel-
dag, sunerficies ds emergfa const=nte, necesitan del eo{moto de las
fnres para ger uxpresados. 3in embargo ya en 1929, v.Neumann (1l)
al trater de demustrar oste teorema, reconoaid que ol aspacic de las
fanes puednydebn reemplazarse por el espacio do Hilbert del sistema,

y en realidad ya heios visto eomo todus los resul tidos de la estad{s-

t10a de Gibbs se expresun y demuestiran en ensc 6spucio.

Progedamnos pues a reformular el problema.

a). Bn lugar de espusio de lus fases del sistenr de interés tendremos
su cspagio Je iilbert,

). El agregado sstaud{stico represeniativo, que se desoribi{a mediente
una 4qensidad de probabilidad funocién de las coordanadas e imulsos,
ostd onrecterizado ahora por un nper:dor on dicho esnacio de Hile
bert: al opurndor sstadi{stico VU , qus podemmwa auponsr proporeional

a una proyeecidn: U =zL/3pL (Spl fintto).
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o). Un punto del ospasio de las frues es un rayo en ol sespacio de
Hilbert. Al desplazamiento Q-»Q' ocorresponde la tranaformeoidn
) i T

d). Deoir que la trayeotoria de un punto no puede salir 4e¢ una eler-
Sa hipersuparficie (no necesuriamente la que ocorrssponde a energie
constanta) equivale a affrmar que (Ul =||U'r‘\aﬂ para todo
ytwia ¢ ,08ea Uy '1't o d0 m0d0 que on todos los oasos em que
T, o8 funoidn 4¢ H solunente se tiene UVH y U es una

|
oonstante 4del nmovimienso.

e)e En lugar de celdas o dominios en el espnoio de las fases tendro-
mos mult¥iplicidades lineales 0 sus proyecoiones. La celda ocupada
por varios puntos se transfoma en ls multiplictidad determinada
por los rayocs ocorrespondientes. L se subdivide entonces en multi-

plioidados lineales disjuntas, que son laas seldas.

£). Bl volumen de una celda es sustituido vor ol Jpur de la proyes-
o1én correspondients (o sea el N°® ds dinensiones de la nultipliei-

Sl e

dad lineal). =+ ¥ orsiv

8). La fracsién SH/N del nimero total 4e sistema que se hallu en
la eolda Aav(Q), era: éulﬂge(a)dv(q) o Ahoru diremos, la frae-
e18n SN/N  que tiene la propiedad & os; §N/N =3pUE=3pLR/3pL
yoeomo E os una esldn de L, o8 ECL , 0 sen SN/N=8pE/3pL.

68- ahora invariante el volumen? 3{, pues @l transcurso del tiempo

t oquivale an la transformaoeién xo'rtn"l s ¥ ol Spur es un inva-
riante unitsrio. Pero 8! se quiere mayor paraleli{mmo con el onso elé-
8100, pueis demostrarse tanbién en el aspuoio de Hilbert un teorema
4s Liouville, pues g-g_-. (O,4] *%% + pero vor ser U
un operndor estad{stieo es %‘é-_ LH, vl de 4onde %%:O
Bntonoes a! seguimos A una freeeién f£1jn de sistenas on el transour-

so del tiempo tendremos formalmente;

My _ d _& (dV dE\ _ dE
°=d—£\-.;ﬁ = a‘ESWE—sI’(a&E*‘UgE) = SpU dt

Fyxat
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y st E por hipStesis no pusde "salirse” de L , se dsduce E?E::.O
o sea ft-SpE =0 . (NStese que pars esta demostraoién suponemos que

son comnutnblas la derivacifn y el efloulo el Spur).

R)e Poro si ha sido posidble definir una meiida invariante podemos
aprovechar para la lleeénioa Cudntica 1la misma demostraociSn del teore-
ma orgidico que en ol ocaso cldsico. Para ello definimos un nu vo es-
pacio de Hilbart "ergédico”. OCada punto de este espacio es una funcién
compleja cuyo nrgumento #s una gelda gonfdriea del sspacio de '11lberst
del sistema, La "hipersuperfictie” L se subdivide ds un modo eualquie-~
ra en eeldas disjuntng y a onda una do dstns le corresponde un njmero.
Sea {B‘J una tal subdiviasién y f(B ) una funoidn en ella definida.
{Jue las celdas sean disjuntus significa que B Bk:.O nara Jxpk o)
Llamarenos {ntegral de ¢ a ft.dv = Zt(n )spm;,, (que como es
ovidente no vartn st las R wse lubtdtvid.n a o1 vez),
Como EpUanapEn/SpL , h medida que L aument: de di{mensiones esa
suna tiende a una integral.
Considerearernos on primer lugAr que todns las subdivisionas de L oeon
oonmutubles, as deoir, pueds darse un sistemn de coordenadas somin
a todas ellas. “ntonces si {l‘n} es otra subdivisién y g(F,) une
funotén dofinida en olla, ¥y {‘(’n} ol sistena ortonormal comin, la
suma f4g se formard sumando los vnlores de f y g Dpara onda
P‘(n., ponifendo naturalmente f(Pq,n)-.st(En) para quxn Y lo ané-
logo para g . Asinismo, el producto escnlar serd:

(£,@) ,%ruw ) 8By, )eiplRg = Zr(P ) BT, ) = {e.&.av
y por 1o tanto la nomm ] -th(xn)r‘iplmn f‘rlﬁv
Generalicamos esto para ei onse de no conmutabilidad. \ la funoién
£(E,) le hacerncs corresponder el operador A;an(nn)zn y a g(F,)
ol operador B'Zg(r )2, ; Ay B en goneral no son autoadjunios.
Definiremos ontonous (t.g);hﬂ’spl. . (B* es ef od& wntg de B- )
Estc serdé en gsneral un nimero eomplejo, pero es ficil ver que la do-

finioci{én 48 noma eoineide con la preeedente y 1o mismo oourre en ol



caso espeocial de conmutabilidad. la suma de £ y g se define me-
dtante la suma de sus operudores; A+B es un operador normal y de
Spur finito (pues us{ suvn A ¥y B ) y por 1o tanto tiene espoetro pun-
tual puro. £+ g serd la funeién que en eada multiplioetidad caraete-
ri{stica de A+B tiene como valor el autuvalor sorresvondiente.

Con esto yn pueden deduoirse fdeilments las propiledades de aste espa-
cio de liftlbert ergidien.

1). Bn el espacio de l{{lbert ergfdico definimos ahora los operndores
. - -1 -1
Vi medfante: V £(E)=f(Tf T.°%) o también VA=T AT ™" ; sten-
' " 40 A ol operador definido an el parfgrafo h) y T, los varias veces
nenoionados oparadores uni tirtios del ospacio del sistema.
Los operadoros V‘ son unitarios, pues

SpL-(V 2, Vod)=apfr AT Lo gmt e Y ST AR, "L =3B (£,g).5p L
graeias a la {nvirtnoia 4o le medida frente a 'l't .

Es imnediato que los operadoras Vt tienen aexactnnente las mis-
mas propiedides que los homénimos lefintdos a1 8l caso 0ldatigo.
J). Llnmaranos funocidn oaracterfgtioa do 1la ceelda T a o(%;P) ( P
o3 el argumento, unn proysocién unidinensional), 1gual a uno para
PR ¥y a gcero parn EP =0 , Podemos sntunces ponar o{(X;P)=3pkP ,
Nétase que el oparndor correspondients a o(%;?) segiin el pardgrafe h)
| es E ; a la {nvoran, sea & 1la funotén del espacio ergédico suyo ope-
rador serfa P ; entonces podemos aesoribir: o=z (c,5 )8pL , de modo que
a rienos del fMctor pL, P eorresponde a una verd:idera funoidn delta,
Sea P = ‘I"P‘r"l 3 :} teorema ergbdioco se enunoia entonoces:
lin & f SpRP (At = SpR/Spl. =Spins

T
Que 68 1ln trnduooid% d4reaota de la férmula de pAg. 38,

-

Como demostruacifn vale la nimm» que para sl onso aldsico (ver Hppf,

(¢) para una denmostracidén simplifioada).

k). Por supuesto parn qus valgn la férmula es necesnrio que haya tran-



s1tividad nétrioa, ;, né signifioca 83ta en ol esvncio 14l sistana? La
{aviariano{a 1s una proysnoién ¥ 36 axpresa as{. 'r‘rr"lz ? para
todo ¢ , ¢ sen, T waduon A '1't » 18 nodo que ouando Tt @3 sblo
funcidn 48 }H amo signifion P vl (por nipdteats es P v i, y
Uv H, poreo la oconmitabilidad nu tians oardaster tra-ws tivo)e.

Y on efeoto, supongnmos quae ¥ aa lnvnr.‘l:mtn » Ontonces:

1-;—‘ SpEP aqonatante, de donde

3pEP = s;)n'rtp'rt'l: -‘jp'l'tF.PTt-
;T':_f:t;pm'td_t:aSpEP » lo oual no tieno por 14 ser igunl a
SpUX oomo lo extgird{a sl teorema.

Asimismo, 4 ¥ no fuese invariante, pearo sa ounplisrs parn todo
t Ttﬂt-'l( L' , aiendo L' 4{nvariaate y nenor que L , podemos
volver a formular ol teoremn ergfdico reeriplnznndo en todns partes
L por L', y llagarfamos 1 absurdo 3IpL=:5pL' .

Taribi4n hay cuo tener an ouenta que P puade soer una multsiplioi=-
4nd oaracteri{stion de 1a aonorgin !l y entonceas P.=P para todo ¢
y otra vez  S3pEP, oonatante , pero en rigor ol teoreuu 8610 vale en
promedio suadratico o on ons{ tndo punto, y unsf{ cono la raeota tiene
n3dtda nuln aon respacto ni plano, podemcs dsapreolar los puntoa de
ocualjquisr nultiplicidnd lineal noenor que L « De modo 3ue podamos
pedir que las proyaacionas unidimensionales P no psrtenazcan a
ninguns multiplieidad invariante nenor que L .

Th resurion, alx tesoreria ergédico sd6lo vals pars cold:is A0 inva-
riantes ni contenidas en ninmina gelda invartiante risee qua L .
Entoncss no vala ean general, »ins en L sianpre hny coldas {nvarian-

tes (lns forn:dns eon autofunsiones de Ty, o H )e

l). 3¢n enbargo, en ningin romento hemous uttlizado la guimutabilidad
de U y T¢ , de modo que podamoa 1librursos Jo aan ovidicidn oldstoa
y trabsjar con un J§ o L oualjuiera. Intonces 3f{ habri muchos oa-
808 6n que no oxista e L ninguna nelda tnvariants : aquellos en

que L no contiene ninguna autvfunaidn de H o Tt .

m).



m). ‘0ebamos de vor que sl una propiadad E<L no es sonstante del
movimtento puedo aplioirseie al Sevrems argddico. Entonsea el prone-
dio semporal pusdo roemplazarse por ol proaesdio esprnaoials SpUR

que es la férmiin 1u9 hemnos neopﬁdo oamo postulado, basAndcnos en

el oriteriv de equtprohabilidades a priori. %atas dos fundunental{sti-
mes hipbtesis ason puss mquivalentss para aguellas pruvtedades que no
son constuntes del movimiento. %1 teorema ergfdico no vale en otro easo.

Pero estudiemos mfis de cerca el signifioudo de "promedio temporal®.
kn Méeénica Cuintica esto no pusde tener otro sentido que el de efeo~
tsuay medioiones sucesivias sobre el atstema y prume:dinr los resultados.
Lo que haoe &l sistenn entre dos medioiones no tiene A{gnifiondo r{si-
60. Supongumos entonces Yun se trath de verificosr lau propiednd 2,

81 ¥ es sonatante del movintentu, todas 1lxus medf giones dardn el
nismo resultadc uus 1ln primera, de modo qus el pranediv temporal serd
uno © eero, ¢ ssa on gener:ul distsinto del promadio espacial pUR ,

84 B no ea conassante, las medfciones suoesivis durén en goneral
resul tados diferentes. Supongamos que ae efaectiun a intervalus iguu=
les de ¢t segundos. Inicialmoente sabomos que el siasteiu tiene la pro-
rpiedad L . Verifioamos la propfedad XL . La poaee con prodabilie
d4nd BpUR wUpLF/9pL o 31 el resulsado es afirmativo, el sistema queda
representa®& por el operador sstad{stsioo K/9pR ,que, transcurrido el

tiempo t se transforma en x'.r RT -1 dividido por J3pE , pues el

t

Spur es invariante. 351 @3 negativo, o.': nusvo op.ast. es (L-X)/3p(L~E)
pues BLL , y al o”bo del tiempo § (L‘-R‘)/Sp(L-E) .
ss{ memguimos, vorifieando anda ¢ nsegundos 81 R exfste o no.
Sen 1)k la probabillidad ds jque 6l resnultado sea afimativo en la
k=é8inn medicidn. Entonces tonaremos cono promedio temporal:

3.1;?1. , siendo Prs_ '1'% Z.:_ l’n

Ahora bien, ocoro el resultrdo de oada medieién dapende sblo del
de la inmed{ata anterior y no de las otrna, esta sucesién de resultae-

dos oonatituys una eadenn de Markov asimple. 3ea nw=I3pB -ﬂplt‘ y
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N =3pL=48pL, . ®ntonces, para todo k , os pfcs Spntﬂ/n 12 probabi-
11dad de odtoner un resultado Afirmasivo si{ el anterior hnb{a stdo

afirmetivo ¥y ‘< 8p(L -Rt)n/(!l-n) st el anterior hadfa stdo nega-~

p!
k
tivo. Las llamaAremos respaotivamente R p’' y »p'' .

Entonees Py est8 Anda nor la £Srmula (ver 'Yspensky(16), pAg.785):
(1} K—’i—

P =;";‘; +(F, ’-;’f:‘: ) (B'-p")

slendo p, la probabilidad fnteinl: p,= SpLE/N .
" K-1
Pon‘m. g: p’-p.' ’ a =’—-t¢‘§— 20 SOA pk—; a4 (pl..)é

Y la probnbilidad media P, es8t%d dada por (ib1d.):

r b P L
=_|'-: Z PK = 4da + —LF'—_ 11— 5
Como en ests cusu as P'-p''_SC — SbEFg__ 5(»('—&‘56)_&::

-TL

3“('{” "E"t‘rsPE —W—)SkE-_ SpE’-—_S_b_ 4

pueds esoribdirse:

EE
1mPoa o TnSP(WEIE _ Sp(L-B)E _ SeE -SPTRE
vre ¥ 143 Cu-B)E_SPEEe T N-naSp(LeNE)E T SpLy-NspE&e

—N({-%SpE&) _ n - ShE_ SpEL
N(i""ﬁ SpEEe) - N SplL SplL

de modo que el praoauedio temporal verdadero tiende sl promadio aspadbal

tal ocomo 10 establece ol tevrena ergddicu. lata verifie:oidn es suma-
mente satisfaoturia, pues denuestra que no hay cuntradiccidn entre
los postulndos oufintticus.”ero se ha visto que la postulacidn me hee-

rnos »doptado es mis fuarte que la hindtesis ergbdioa.
Apliercionos a la Termodinamion.

El agregndo estadf{stioco se prestn naturalmente a sonsideraoiocnes
termodindmicas, pues por defintfoién no es otra cnsa que sl asonjunto
repressentativoe de un sistama segin el método de Oibba.

Como merf{a enst tmposible exponer los razonamientcn gonerales que
llevan « la deducoidn de la férmula fundanental con mis olrridnd y
sencillez que an el oap{tulo correspondiente del libro de v,Neumann

(Capftulo V=2), y ocomo tampoco tensrows nada que sgregirF, tanrenos
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como punto 4eé purtida la expresidén jyue por defianlcidn llanarapos
entropia dcl agregndou 4e op.est. U formadc por N sistemas couponentes:
8= «iksp (ULnY)

donde k 63 1la oonstante 40 Boltzunann y el logurd o nu trae dificule
trdes pues J as definido poaltive. la cuinetdenoin cun lu magnitud
de igial noobro dafintda clistiomonte aat’ Amiostr.dn en ¢henite. p.800,
Cuande &8 Uw=3pl/% | la expreasaidn puede sinplillcarse:

5= =Nk Spee\ EQ Nk.in(spl) .
Se ve ahor: olirAanonte yiue .a ansroupfa am une fmeidn posttiva, 1gual
a oerc 26lv en caso yus ® sea unidimorisionnl, o soa rg resonts un
eatado, lo ocunl arc dc¢ aspar:r puns osc ropresonta ol cuiocimienso
maximo Gue puede torarse de un nf atema y por lo tantc :loba correspon-
darle antrcpfa ni{nima.
a) La santrepf{a orena oon ol nuners de dtnensionss da L o soa oon

nuestra 1gnuranoia de 1:s droptoedades dal sistena,

b). La mezola de dus agregnlos ( U =1/3pR ug-.:;r/spr ) no dtamtnuye
la entropi{a, y s6lo la ornserva ourrndo E=PF .,

sean N]. y “2 los niuaros de agumponentos de ambos agregados ¥y N-_—.Nl-\—- ll8

d= N /N 4 =N, /N o 3e truta entonoes de duriustrar:

N%:d@tSpE*-(-‘»&SP’:('SP Z(%;‘EE ‘E'E)'e"(skf J

S»F
0 892 quae la suna deo las entropins da mhoua apreg:dcs ailslados no an
mayer ®e 1l do au 1:6020lnh.
Considoresos al crao T v ' , 'x*ate afanpre una p;oyeceion G  tal
qus E=C4T' ¢« F=C4+F* y E'P'— (R* y #' $anbidn proyeocciones)/

) F
W”S?I (Sersie)+g SPB J&[G(%e ;bi+-se(:l_:

y eligiendo paru goloular el dpur un sistomn de autorunoionen de O:

Nl—-.—(si‘y&v ShG-Cn(8s + ) + LD GSIE L LSHESD LgiE

Tomeros a JpG  euno una varishle continua y derivaina:

298 __
Nv\ aTSTG) (Sp! DPF-)@’ ShE 5pl=> +Spl" ‘&s'%: =% e"spe:

Por lo tanto, dudos o , (> , SpR y 5plf, © sen, dada 3 , el valor m{-

Entonages:



nimo d4e 8' eorresponds al caso EDPF, o F(E (pues SpG os mdximo
ousndo G=F o G=F ), No es d1f{01l, pero s{ engorroso, dsmostrar
qQue 1o mismo vale s{ Ry P no oconmutan y G o8 la mayor proyecaién

oontenida en ambos,

Supongamos, pare conoretar, E>F , 0 sea G =F ; entonces:

|
‘% %fngﬁ_g (P*“‘gkf) n (sort 5?5)

N Pero por une parte - Pen(sps*skp)> e b g’" @fnSPF
(pues 38pR2 SpF . Hay tgualdad sélo si !!.._J).

7 por otrarguedo: f‘P—Ele&’ énég:';SkF eﬂ(fﬂ,r*é%:)
. y oomo esto es funcidn oreciente de :pE' (recordemos que E=F+R' ),
su valor minimo seré ( E'=0 , E=PF ): (ln(opR) .
« in(SpE)4- @ 1n(8pP) es antonces el minimum minimorum de todos
los valorea posibles de 3'/Nk ,y me aloanza sblo para E =P,

s ¢). Todea medietén produce un aumento de entropf{a, salvo que se mida
la misaa propiedad que earnoterizn al agregado.
Sea un agregado de op.est. U=E/8pR , y entropfa 3S=Nk.ln(SpR) .
31 se verifioca la propiednad F en sus componentes, sin separar nine
guno (proceso 2°, pdg. 33), el agregado as{ nodiftondo tisne el op.

@ est. U':%%—E;Fg&- +(4- SPE)%TEE'%F)

Poniendo {\—-SpRF/SpE y @=1-«;¥ procediendo oako en el teorsme ante-
rior, hallemos ( G=0 ) que la ontrop{a oorrespondiente 3' eos:

o SF 4 p b S (LP)

M jos BpB Y SpF , el valor de 8' depende eblo do , , y as{:
£ _anPl: &Sb(l”p—)-}—jn(é An o .

NiK Be(
’ P S L

'Nﬁfadl‘*(b—d<0 » Pues tanto ) oomo @sonpool-
' tivos siempre. Pntonoces en el intervalo 0< X £1 la ocurva 3'( )

tiene un méximo en Spr/ﬂp(l'-l);%—;_ 8pRF/3p (I'=7)R , ¥ minimos
son los extremosn del intervnlo,
81 =1, 8'=HNk.ln3pF , pero oomo entonces EF=E , resulta
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SpFI? 9pE y 8'2 8, 81 o4=0 , 8'=Nk.lndp(I'«F) , peroc entonoes
BRPF=0 , o sea 3p(I'-F)2 9pk y 8'> 8,

ueda asf{ demostrado oste teorsma, qus, né tose, os en reanlidad
el teorema H de Holtmmann desde un puntc de vista empirista (pues no
se puede conocer la entropfa si no se h:age alguna mediocién). Tenemos
ademfs un oriterio para averiguar, dados X y SpF , eudl es la pro-
piedsd F que méis aunenta la entropfa al ser verifioada.

d). Agregndo entnd{s$igo an equilibrio. Pluntearemos el problema del
siguiente modo:; tenemos distintos agregudos estadfsticos oaracteriza-

doe ¢ndn uno por la propiedad de yum 1A energia ostﬂwoonprondlda en
el intervalo ()'Md/\) s de modo que, siendo H =._,__L7‘ dE) , las
proyecoiones oorrespondientes son las d%, = E, ,,-F,

Se trata nhorm de mezolar estus agregados parea formar otro de energfa
media dade, ocombinnndo las proporoiones de tal nanera qus la ontrcp{-
total resulse méxima. Como se puede suponer todo encerrado en un re-
oipiente de volumen grande y oonstante, las oondfiociones exigidas
(energia oconstante, entrop{a méxima) oaraoterizan el estado de equi-

lidrio del agregrdo. Vearows su expresifn mteﬁ&tio&.

‘Llamemos f£(A ).ﬂptuz) a la proporoién en yue intervione sl agrega-

do do op.est. dE,/8p(aR,) en ol total. Rntonces el operador estadis-
ttoc resultante serh:
u=f”r( 21, , 0 sea U=t(H)
wajeto a la condiotdn SpU:l:fdf( 2).a(8pE,) .
Sea H el valor medio de lua energfia en el agregndo totul; entondes:
Egomn.-_-.aptm.—_f; £( >).a8pk ,
y por dltimo la entropia es: B
~s/Mk=8p(U.1at)={ £(3).1n( }).a(pE,)
3¢ trata de buscar ol mintmo de -3/Nk para SpU y SpUH oops-
tantes. La variable os f , y sfendo r y s dos mutiplicadores

de Lagrange, eso squivuale a:

gl(ﬁ-°&ﬁ)+ r% E+s %(W): 0
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parn todo A , o sea f() ):a.o") y U=n.o~28 , siendo
a==1/3p(o-'ﬂ) , Y ostando s determinado por lan condie1én

SpUlt =3p (H.e~ ™) /8p(e~ ) =T
sp(o-'H)EEZAs) corresponde por definioidn a la "Justaddssunme” ©

"partitionfunotion”.

La demostreoidén que hemos dudo, auntue sobre las mismas lineas

que la de v.Neumann, la genernliza, pues vale paru cualyuier clase

.

de espeetro que tenga H .
No proseguiremos oon aplicuciones termodinémious, contentindonos

eon hnoer notur que 1l antrop{a pusde ponerse en funcién de .(s):

_sH ~sh
s=-Ne.3p[ & én—g—(;)] = Nx[1ni(s) - s2*(s)/2(s)]

stendo Z'(s) -.g,‘ngs))

y de aqu{ pueden dedugirse 1lns JemAs funciones termodinamiocas.
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APRMDICE I.
La Conjuneién Rstad{stioa.

E1 eoneepto de conjuneién de nropiledades nerece ser analizado
con mis dstenimiento.
St un sistema posee la propiedad B y luego se verificn en 81 1la 7
ocon resultado positivo, su nuevo op.est. 6s, como sabamos, 7/3pP.
Pero supongamos ?>FE ; antes de medir P ya sahenos que dard afir-
nativo, 49 modo que el sistema poses sinultineanentse ambas propie-
dades; pero EP=E , de modo que nada deberf{a eambiar. Pero es que
si llevamos a oabo la medie1én y el procedimiento no estd adecuada-
mente olegido, o0l sistema pusde dejar de poseer oon enrtexa la pro-
pleded E . En efecto, s1 para verifiear 7 utilizamos ol procedi-
miento desorito en plg. 20-29 y elegimos las &tP,J’ de modo que no
sean autsfunciones de E ,hadremns llegado a esa situaciln, y nétese
que ello significa awmentar la entrop{a del sistama. En estes oaso
entonces no podemos hadlar de oconjuneidn en el sentido usual.
)ids en general, inocluso cuando R y F no conmutan puede ensontrarse
una multipliecidad lineal méxima contenida en smbos. Sea C su pro-
yeoccidén; se cumple entonces GE=G ; GF=G . S1 al medir P utiliza-

mos un sistema ortonormal que sea también oaraoter{stico de G ,

los stistemas que se hallan en esa parte de E (que tiene la proba-
b1l1d4ad 39pG/SpE ) no serén modificados por la medioién, y lo que se
hallan en E-G pasarfina PF=-G o0 a I'«F , do modo (us Nuevo op.est.

o8 Uc_—_ét_e—'.& ‘S_L(E;—G)-E'Eﬁ-— _I_:ﬂg%

SpS SpG Sye S\,(l:-s) SpE
mientras que 8! no se puede escnger ol sistama de melida el resulte-
% es; U = ShEF. -E—— + Sp(EteE (1-F)
SpE SpF e SHT'-F)
Se podria entonoes definir una "conjuneién més favorable"” o "oonjun-

0ién estadi{sttca” E)XF mediante la siguients 1galdad:

EXP = %1;.. _P__&&)ﬁ(r:-e—>

E XF sienre repressnta un obaorvablo. aunque R y F no conmuten,
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pero en ocembio s6lo es una proyeooién s1 C=E , 0o sea F>E , que
8 el o0as0o que vimos al prineipio.

Fl sogundo término es nulo siempre que X v F .

Supongenos G=PF ; entonoes Rx?:%{.t » que 08 la expresién ma-
temitica dol heoho que, medir primero K y luego P sblo da resul-
tado positivo en una fracoidn 3p¥F/SpR de los oasos en que darfn
poeitivo 31 se midiera primero ¥ y luego ® .

Podemos deoir entoness que el producto estad{stico oorresponde al
sigaiente obssrvable:"verifiocar primero la proptedad E y luego la P7,
pero en las ocondiociones més favorables, es deocir, elégiendo adecua-
damente el prooedimiento de medida.

Por supuesto no pueds haber eommutati{ividad en ests nuevo produoto
sslvo en easos especiales ( EF=0 ),

BEste nuovo tipo de cunjuno1én permite entonoces definir magnitudes
que se miden on dos etapas sucesivas sin que sea necesaria la ocon=-

mutabilidad.
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APRNDICR II.
funoiones Caraoter{stioas.

Hemos visto ya (pdg. 13, b) ) que la funoidn caracter{stica de
una magnitud A on o1 estado @ ., es 8l valor medio del gperador
oish ( 8 paridmetro real) , genérico de un grupo de operadores uni-
tarios.

El estudio de este grupo os equivalente al del operndor A , Yy
como se trata de oparndores acotados, pusde rem ltar ventajoso.

Arnous (1) , se propone utilizar este hecio, aunque no menciona que
el grupo U. oon que sustituye al operador A s8 obtiense simplamen-
te mediante U-'--—oi“ » Y 630 complioa on general las demos traciones.

Fara f{lustrar esto tomemos el primer o jenplo de irnous.

Sea D, el operador unitario definido por D.t(x) =L(xX~8) «
El produoeto esealar

(D, £,f) =f £(x-8).T(x).dx =P(s)"
no os mfs que una convolueién: #(s)=F(x)»r(-x) , y por lo tanto
pepresentanto ocon kM la transfomacién ds Fourier:

wl ()= 12(x) Wit (-x) = |ue|?

que 88 la densidad de probabilidad del impulso oonjugndo de la soor-
denada x . Por lo tanto #(s) es la funoidn ocaracter{stieca del
prodliema.

Pero esto no debe extrailarnos, pues es bien conocida la relactén
entrs o8l operandor desplazaniento D- y ol operador impulso P =£;;%

-y P
s

La ventaja de sustituir lans magnitudes por sus funciones caraoteris
tiens eonsiste en la sencillez de los operadores unitarios ocomparados
eon los autoadjuntos (por ejenplo su dominio es todo el espuotio de
Hilbert). Perc lua proysocciones también son operndores aco tndua- Yy

ademds tienen un signiftoado f{st1co direato yue en nuestra opinién

las hace muy preferibles como instrumentos ds trabajo.

0 Vancas b
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