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mwccgm 3 manana.

El objetivo genera]. de este trabajo ee rct'ornulnr ln hmdunentu

ción cctndíaticn de le Hecánicn cuántica tocando cono clanentoc lee

'¡ropicdadcc físicas" cn lugar dc minado. en general. Procurnnoe
mostrar cuántonie sencinoc de dmetrar y directnnente interpre
table. ¡parecen nuclmc resultado. de 1a mayor importancia, cin que ee
pierda pluralidad.

Por supuesto tonlmc comopunto de mrerencic el formidable libro

dc J. m "cl-Vean:Wet]:thch Cbundlcsender ¿unntcmcchnnikfi tan
lleno de idene aún no auricicntantc explotada. y que en c1 cini-to
ch].in lc cuentoedificio teórico cc he pretendido lcvunter en le
Mecánica Cufinticn.

A“. de le rctomlnción entec nencionmia,hanna conseguido1e
rtoc mltndoe particuleree nuevos; entre otro. le demo-tracióndc que
e). “todo ce ¡consten(1) de tratar cinta.“ dinhicoe puedeaplicarse e
le cetedíctice cuñhtice. y por lo tanto Valen tubiera pere cue ciertas
d-oetrncicnee del tear-¡a cryódin. Bee-¡ce tubiin una verificación
del ¡li-c lediente le comparaciónde une euceción reel de medicion“

con une “cadena de Marko!" y nace le {anulación cuántica de]. concepto

¡lo"tran" ti'idnd actrice”. H-oc tubi‘n lupliflomlo le ametrnción
de “¡una teoreme y en eepcciel generalizado pere espectros continuos

c1 rcrcrcllte .e le ley de dietribución de Renan.

Incl-oc tanbien. aunqueein detnnce. ao- ideae que noe parecen de
¡ren inpcrtenciez le relación topológicc catre ecpecicc "mplenentcricc'
(coordenada.e inpuleocpor 01.919). queeunquemicita en me"
tub-Joe no han" victo nunca enunciadoclerenentc. y le distinción ce

tro cl ticapo del aint-e y el del cbeemdor. que permite rccobrnr le
simetría relativieta.

llueve ee también 1a comparación entre ln lógica propia de lee proyec

cicncc. le lógica usual y 1a de tree Valores, y además c1 concepto de

'cocjucción eetndietica“ que emma en un_ep6mlicc.
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rbníanoc también intención dc utilizar cl conccpto estadístico dc

función caractcríctica dc una distribución. poro cncontrnnoc quo cnc

tala había yn c1do tratado. Justamente cn o‘ro trabajo de tenis, por

arncns (1). cn 1947. De todos nodo. halo. agregado un pequeño npíndi
cc comentando cu contenido.

En cambio humos renunciado a lc inclusión dc un resumen dc 1a par

tc nntcndticn, pues su voluncn cctnríc tucrn dc preporc16n con c1 rca

to del trabajo y porqun cxictcn obran cuna-onto clnrnc y apropiada.

para rotcrcncic. cono cl capftulc cart-¡pondicn‘c del libro dc v. Hou
llnn y otra. obran que co citan cn una bibliografía especial.

Aunqunpor comodidadnuestras fórmula. cc refieren concrctnncntc

a1 ccpccio dc Hilbert dc Inc funciono. dc 1a clncc Lz (cuadrado del

módulo In-nb1c). valcn siemprc. con obvia. modificacicncc, porn otroc

ccpncioc dc uso conün.

Loc tcorcncc que dnrcnoc por conocidos pueden encontrar-c cn au.nn

yor parto cn c1 Capitulo II del libro dc v. Nou-unn. pero en gcncral

trataremos dc dar rorcrcncinc explícitas.



la
NOTQOIOI.

Los "puntos" do un alpaoio do Hilbert no indicarán con minúscula
grio‘nn y n nou latinas.

‘ (te , W) significa producto escalar de (e y W .
I - 1o. Mmm do (Q-, z (te'te)
x

Los oporndoro- serán representados por mayúscula. de impronta y

los ob-orvnbhn oorrolpondionto. por la nina letra on cursiva.
Los «¡paradoresproyección I. indicarán con la. letra- 1:, 1‘, 0,...

. poro en cano de corresponder a un. sola dimnnión no escribirá P?
indicando (Q 01 rayo sobre 01 cual no proyoeta.

La letra m indicará una multiplicidad Juncal cerrada. Conun sub

indioo. . no expresa a.qui proyoooióncorresponde. 31 espacio to
tal. o son 1a nultiplioidnd de]. opmbr I (Operadorunidad). le (le-igna

r rl con la Intro ¿3 .
E¡ .5 ..... ) puhetro raul, donotnrñnfamilias espectral“, o

donoonponioiones do la unidad. ibmórden que a todo operador autoadjun

to A corro-pandeo?!“ familia espectral B¡ tu]. «un
A af l d 5¡ (roprountnoián oanónim; ver (a).

capitulo VIII). “o
L v B significa quo A y B comun.

SpA significa Spur o tran 601 operador A (ver (9), Cap. II.

parágrafo 1.1).

La. integran. triplol con respecto a coordenada. no ubrovinrán

LH f(q“q"93"“)d?1d°rzd% 2 LWÍ...) JS,
Los ¡amoro-antro pnr‘ntuio u refieren n 1a bibliografia.

lol:



vw

¿,_ Posrunmos usugxs pg ¿á ¡magma coming.

Conoes costumbre. partireeoe de los conceptos "sietene tiaieo'.

'ohserveble o negnitud fisica eedible". *Iedición‘. "estado de un sis
teee'. suponiendoque todos los fisicos los entienden y aplican del
liceo nodo. El aetudio detallado de estas cuestiones sólo lo hn sep

prendido desde un punto de vista cientifico la escuela filosófica del

enpiriano lógico (ver. por ejemplo. Frank. (5)). pero aqui nos desen
' tenderenos de ellae.

Oca este salvedad, loa postuladoe usuales de la Mecánica Cuántica

pueden enunoinree nai:

POSTJLADO41¿Existe una correspondencia biunivoon entre todos los este

doe ineginnbles de un sistema fisico y los rayos de un

espacio de Hilbert.

Ooegnsnriog. Nótese que ee habla de rayos y no de puntos. aa decir que

te y aq ( (e punto del especio de Hilbert y a númerocoeplejo)
tienen el mienosignificado fisico. Para evitar confusiones ae elige

sobre cada royo el punto e dietnnciu unidud del origen, es decir. ee
noreelize.

Noea necesario en rigor eepeciricnr cuál es el espacio de Hilbert

en cueatióh. pues son todos ieomorfos, pero an le práctica se utilize

el de lna funciones cuyos ergu-entos son coordenadas especiales en núp

nero igual el de gradoa de libertad del nistenc y que contienen el

tiempo coso parámetro (¡ás unn condición de integrebilidud). Para le

teoria del electrón de Dirac ea utilixan conjuntos de cuatro funciones
comolos antedichos.

Conopocos veces ea poeible'conocer el estado de un aistene exacta

mente, el principal Valor práctico de este postulado ue que permite pre

ver todne las poeibilidndee.

Por último, diversoa autores han señalado la ineuticiencia del ce

pncio de.Hilbert cono representante dc todoo los estados posibles. El
ejemplo ¡fic conocido es el de 1a utilíaina función delte dc nirnc, que

no tiene cabida en ningún ospecio de Hilbert. En general ae ha tratado



de resolver la cucetión independinándoee de la noción de cetndc. Vence

en eepecial v. Neumann(13) y segal un).

POS’I'ULADO_I_I..Kxiete una correepondencia binnhoea entre loe accom

m ¡longitudes tieicae) y loe operadoreegutoadjgtoe
del oepacio de Hilbert coneiderudo.

Comentan-ice.En eete postulado ee hallan implícitue todas las caracte

ríetione "nueraa" de la Mecánica Cuántica. pero por eupueeto ee pon
nenoe que Vacío ei no ee dan lne leyee de correepondcncia. Lae nde ge
nerelee con:

e)

b)

e)

See ¡(1)

table (49

una función cualquiera, real para x real; ei al checarb

corresponde ol Operador A , nl obeerrable “¿4)

eorreepo‘de el operador NA). ( Se podría acepllr que ¡(1) toeora

t-bion Valores complejos. y cntonceo le correeponderia un operador

normal. en vez de autoadJunto. pero no ee obtiene mayor generalidad.)

Bi loe operadoree Ay B oorneponden a loe obeernblee fi y (3
el operador autoadJuntc A+B eorreeponde al obeerïable 64/+49

y el operador AB, eólo en cneo de eer nutoadJunto. repreeenta la

¡mitad oflx@
Entre loe obeemblee coordenada ( q ) e inpuleo canónicuente con

. que de otro nodo no tiene sentido físico.

Jugado (p) exiete unn total simetría. n caber:

Aeí colo lae 'coordensdae. loe inpuleoe pueden utilizaree comoargu

nentoe do ha funcionen que tormn el eepacio de Hilbert del eieteI-n:peroWWW
de n Erteneeen al correegondientem de caracteres, y viceveree.
Entre mboe eepncioe de Hilbert ee! originadoe hay por eupneeto un

ieoeorfimo engendrado por lo transformación de lourier adecuada, de

nodo que operadoree correopondientee con conJugndoe eogún dicha trane

romaeión. En el anuncio de laa coordenada“, al obeemble Q

(Valor de ln coordenada q ) correeponde el operador multiplicación

por q . .Binótricanente. _e_¡¡g; 5’29.ng de loe iggulnoel al obeerveble



Ó) or d in co corro dc c1 o crudor n licnc ón

m . Por cco cc quo cn c1 ccpncio dc las ooordcnndncc1 obccmblc
Ü corro-pon“, c ncnoc dc un factor con tantc. la dcriVación con
rccpccto c q (y viccvcrcc).

htc mododc cxprccnr la rclación cntrc loc operacion. q y p
noc parccc manu cugcctivo, ¡Id-ic dc automáticancntcsimple. y no
tcnc-oc conocimiento dc quc han cido cnuncicdo cxplícitcncntc. h c1

cigulcntc cuadrorca-mc cuc principclcc concccuaicicc:
Bcpocio dc Ioc
inpulcoc.

Espacio dc ln
coordcncdcc,

a) RJc rccl Mc m1
b) chcnto (mi). o occ

I'c. ¡calco ¡Malo (c-b).
c) lúltiploc cntcroc

dc h/(a-h).

uñltiploc cntcroc
a. h/(c-b) .

acpcnto (mil. o occ

Cupo dcvaricbilidn‘

l d d lo tu
wnïnuní «0(en ‘urtagarl WP) ‘ - nm

o Fw=rkLWp>e""’ole =<€ 4

Transformación b) F w :VLTZ NWFK)e. -—(P xl” (Qdc Four!cr.
6- ¿{EPQK

.; FwñfiáWFM dp av

Obccrvablc Q [ (19(3) “5;. {(20123) (calvo ccuco bl
h

Obccrvcblc 63 í ¿7,75(3% (:ncgooïn xy( ¡9)
'DÍW 

2332222:?í LLSÉ,""“3 “W a?“ “ L9“W]

Conocjunplo dc lc utilidad dc cctc punto dc flota tono-oc una fórmula

dc la sacaría dc lao colinioncc. No ca fácil intcrprctar una cxprcción

comi ¿(37")?“3 0‘7‘ (cicndo 5+(WK)1a dona positch dc
Hciccnbcrg: 3+“): SW)‘ ñ‘r‘x' ). Sin abuso ci pncanooc1 cqmcio p
chocan-uno. quc el opcrador correspondicntc cc la cmlnción de los vo

lorcc ncgctiwc dc p (vicio (1'?) ); oc dccir. dicho fórmula rcprc

ccnta ¡articulan que cc ulcjan dc]. origcn dc coordcnndnc (Vcr Dircc.
(a).l)“. ’c

B°c. rcalcc lodulo c-b.



Este dualidad matemática es le olete de ln dunlidud'riaioa de todo

sisteee. El espacio q es apropiado pero particulas y el p para

ondas, y el principio de incertidulbre es inmediato.

d) Cuandose trate de hallar el operador correspondiente u La energía.

en los ensos en que existe un "análogo clásico", ee construye el

Hemiltonieeo clásico y en ¡1 se sustituyen coordenadas e impulsos

por sus Operadores respectivos. En onso que el orden de los tuetures

esa dudoso se aplieen los criterios sugeridos por la teoría de los
grupos (ver.por eJenplo, Jeyl, (la) ).

M. Siunsistemase hullnenel estado‘e
INI! = 4

valor sodio del resultado es;

"¡(53:69)= (Nene)
Comentarios. El Valor medio no se refiere e mediciones eneesiVue sobre

(normalizado:

). y en 61 se mide le magnitud ófl- . el

el llllo sistema. sino a mediciones sobre un gran númerode sistemas en

el mismoestado (pero véase el parágrafo sobre teorema ergódioo).

Nótese que por ser A eutoedJunto. los Valoren medios son siempre
números reales.

Está ieplíoito en el enuneiado que ï> debe pertenecer al dominio
de A , peru estas onestiones no se presentun en la práctica,

POSTULágoIV. nos ¡ediciones consecutivos (un: próximas entre si) del
nisuo observable sobre ol mismo sistema dan el mismore

sultndo.

Comentarios. Esto debe interpretarse comoque. cuanto ellos ¡teteneie

dee en el tiempo se hallen les nedieiones. tanto más probable es que
den igual resultado.

Este postulado ee el que permite enleuler el estado de un sistema

e partir del resultado de uns medición. pero sólo en oeeos especiales.
comose verá en. adelante.



El Operador Tiempo.

Consideraciones relativietaa elementales sugieran la ampliación de

laa relacionen entre coordenadas e impulsos al par tiempo-energia. Debe

iagincrec entoncea un eapncio rie loa tiempos y un eapncio conjugndo en

que la variable independiente ca la energia. En eate eapncio el Operador

energia actúa simplemente multiplicando a la función de onda por su argu

mento, y al pasar alotro espacio queda representado por la derivación

con reapecto ul timpo dando automáticamente la ecuación de Mhrñdinger.

(Debehacer-e notar que las «litorenci aa entre espacio y ticapo exigidas

por la relatividad napeciul se reflejan en que se pasa dc t a li
mediante la transformación inversa a la que permite pasar de q a p .)

Todocato es muysatisfactorio. incluso desde ol punto de vista estó

ti co, pero deja de serlo en cuanto se pesa a coneidernr el Operador conju

gado de la energia H . o sea el tiempo. según los ani-os razomientos

de paralelimo con q . en el espacio t debe existir un operador “nul

tiplicceih por t " que represente el valor de la coordenadatumoral
del aistna, y tanbien ,0 ea el productoescalar rima-«una integración

con reapooto al tiempo. Asi entonces [malaf’ eeria la denaidad de
probabilidad en cuatro dimensiones. Esta densidad no podria aer absolu

-—5

te. pues como Í|cg(qlt)|1 (ig, =—i
tag-ación con respecto a t diverge y no ca poaible normalizar.

para todo t . una nueva in

Por otra parte, e primera viata no tiene lucho sentido la cuestión:

"¿Cuál ea el tiempo del aiatena'r'. Cuandoae pregunta cuñlaa son sus
coordenadas espaciales se sobreentiende 'al tienpo t ". pero no parece

muyclero preguntar cuál es ol ticnpo al tiempo t .

Sin cannch creamosque existe una posibilidad de aclaración total

de esta cueatión. ei se obecrva que la truae “el tiempo t "' significa
en realidad "en el Inc-¡antode la medición".

Nosparece que deben considerarse 593 mi; ¿ig tierna.

l). EL31-12 m M, representadopor unoparudoren cstricto pa
ralelo con laa coordenadasespaciales.

z). _E_l_m del obserVndor, que es un parámetro nacroacópico, que sólohphw
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eirvc para ordenar 1a- ncdicionee e indicnr Ice lap-on tranecurri

doc entre ollas. y quo no interfiere con la mcdición de la energia
del eietenn.

Cono ilustrnción de coto veamos doc ejemplos.
Si ce quiere nedir 1a poeición dc un eiatenn. puedo imaginarse un

reticulacc cn el espacio y ce obeerva que en cierto nanonto coinciden

c1 state-a y cierto reticulo (ci-temo y reticulo están a1 niamo tiempo

en el niemo litio). En eete cano no hay diferencia entre ol tiempo del

obeerVHdor (reticulo) y el del sistema, no! cono tampoco 1a hay entre

ene coordenada. ccpncinloc.

Pero supongamosque eo nido 1a energia dc un sistema. El observador

verifica que en cierto inetnnte. quo puede determinar con toda prccieión.
ln aguja de un instrumento ee detiene en cicrta división do la escala.

i partir dc coto dnto, empleando fórmula. bnendaa cn layaa ticicue. de

duceun cicrto valor pura1a energiadal cicteqa. mm _c_).m
ggW ngn a; m m. AquóleeIniciodircctanontey con
toda exactitud: ¿ete eólo puedo clioularce con la ayuda do nuevae leyes

ticicce. y dc tal nodo que ce satisfaga el principio dc Hoiaonborg. 3n

toncec en compatible un conocimiento muy exacto do la energia del cie

tena y del instante dc ogncgggción, pero cn tnl cuco poco podrá dcciree

cobre el momentocn quo e; 3133355 poeein con energia. Be lo niano qua

ocurre con el per p-q, cono 10 hizo notar cl pri-ero v. Neumann(11)

a1 eoflalar que ¿gg obschaogoggc naoroocóggguc gg c.c 6 g_iggg¿gg

¿gg ggggutaDLQI,pero dc cllac.e610 pueden doduoirac los valoren para

el sistema microscópico con las limitacionce dcl principio dc incerti

dumbre. Be decir. ee puede cunocar exactamente 1a posición del observa

dor que nido el inpuloo del aiatama. pero dc ella no ec pucdc deducir

exactamente la posición del sistema.

De modo cntoncce quo una función de onda dobcrfa llevar indicación

de doe tiempoe; uno comoargumento (el del cietcna) y otro cono paráme
tro e
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asi \<€9(;,t)\1indiee con qué probnbili dnd una propiedad verificada
el tiempo 9 ere poeeide por el sistema el tiempo t y en la posición

q . Goneste interpretación. le integral triple ¡[tedieflzo-Í;
no es emstante ni igual a uno. y una ¡mom integración oon respecto e

t de ls probabilidad de que le propiedad fuera poseidn por el ei eterno

en slgún lamento y algún lugar y por hipótesis debe ser igual n uno.

Más sencilla resulta la interpretación pesando nl espacio complemen

tario. Bee we(FM) la función correspondiente o (yeah) (nótoss
que ln correspondencia exige valores iguales del parámetro). more

|W,(F,H) ll indien la probabilidad de que. medidos el tiempo e . .1
impulso tengo un Valor en el entorno de p y le energia un Valor en

el entorno de ki . '

Le suposición implícita en las formulaciones usuales es quo le mn

oión de onda es de la formas [96416]! 3 ¿(9-t) “((313%
lo que ocurre en realidad sólo si el si stena se obssrwn directamente.

Rs neutral entonces que se obtenga el mimo resultado promediando oon

respecto al tiempo del sistema (o sea integrando con respecto e t ) o

ignorándolo y reemplazámlolo directamente por el parámetro 9 . Y note

s'e que esto Vals incluso cuerno actúa sobre pe un operador que contie
ne explícitamente el tiempo. En erecto. sen por ejemplo ¡“3.5.0 el

h-iltoniano de un si stone en un campode potenoinl Variable. El valor

medio de le energía en el estado (¿03%) es:

“‘“We’ =ffH(<ï'.F.t)<€o(ï,t)- W) ot?th e

:jf5(e—t)'H(Ï,F;¡’)‘€(ï) KEN-sí)43 0%sz (i339) son?)‘ P75) a;

que es le fórmula usual.

Especialmente interesante es le posibilidad de ampliar este idsn

el ceso de ¡de de un sistema. puesto que ahora no se presenta ninguna

dificultad conceptual. Une función de onde pero dos sistemas serio de
le forme "' "' donde se ve que las que ns contra le

‘Pg(q'4lq's/t/L;tz) . J
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exietencia de un solo tienpc de loa que quieren relativizar le cuánti

ee no tienen bnae eólide (ver Dirac (a). pag. ese ). un tienpo man

a que euoe ee refieren ee nueetro 9 . que expreen que hay un colo

parhetrc de obeerVeoión. En eubio cada eietene tiene eu coordenada

temporal y ee «¡uecon reepecto a eetae que deben exigiree propiedadee

de covariencia. mora QÁEH“ z 4 (integración cuádruple) ea
un eecaler con todo derecho, nai como 10 aun 1a naaa o el tiempo pro

pio. y no hay que buecar un cuadrivector de]. que eea ln componente tea

pcral (ver Dirnc (4) ). ¡denia 1a concertación de la probabilidad to

ta]. deje de tener el eentido ueual. Rate puede adeptnree a una coorde
nada eepacial en vez del tiempo: derinamoe el producto comouna inte

gral triple con reepcto a qa. qa y t ¡ ee evidente que parc le norma

correepondiente hay concertación eon reepecto e ql z

0%;4 Wien; dgzdaadt:0
La nueve "ley de coneerveeión" exige ¡simplementeque ¿Po( ¿HH 1/1
para todo 9 . En aproximación no relativiata eeto eólo exige aceptar

la razonablehipóteeia (fergie) 1:.(es,t_1;) . .‘tnel caeorelati
vietn sirve comouna condición adicional para lne ecuficionee diferen

cialee. Por lo tanto, ei loa Velocidades no son muy¡grandes 1a ecuación

de Sobrbdinger rule también derimndo con rcapecto el parhetro 9 .
No ee objeto de este trabajo deearronnr aetne nueVae ideae. Loa

exponenoe ¡610 porque no ee poeible dejar rie hacerlo a1 enunciar, por

brevemente que aca. loa rundnncntoe de 1a Mecánica Cuántica, y no ee

noe oculta que hasta no ser nplicadee u cnaoe concretos no puede eeti
neree eu Valor.

CondicioneeCuántica.

Sea I(q) un operador función del operador q . au noción sobre

1a función de onda Qu) eerd multiplicntiva. por cl. poetulado II. e).
Se puede entoncee derivar cono un producto de funcionen

3-5;[M(q)-W(s)]=g% ‘P + M g‘f:



02g ec una función de la Variable q que multiplica a (Hg) y por
lo tanto puede consideraree coco un operador función del operador q .

In euccb c la derivación con recpeeio e q ec la aplicación del ope
rcdor p calvo un rector nuriect

PMT=fi%gW+M|HP
emo ecto vale para toda (P . ce deduce la igualdad entre operadorecs

¿EkuM-Mlo) 2-: -—[P,M] = 3%
¡n eocpleta analogía. ci ¡(fl ee función del 292939; t , ce

tenst - aN

pero debe recordnrce que acta rórnulu c610 vulc para producto eccalnr

definido con una integración con recpccto al tiempo.

Bi en cambio ce considera a t cono parámetro y en el producto

cccnlar se integra cólo con rccpecto o lnc coordenuduc espacialec,

pucde deducir", comooc cabida:

¿(me ,w) :(glf’ «o,w)+([N,HJww)
relación funcional que permite definir (cienpre en tree dinencionce)

elopiriï:[N HJ+QN (wgflïm W >
t ) a E al: A 90 t

pero ahora gl: :p [LLNJ . calvo en cacoc pertimlcrec. puec
t no ec aquí un operador.

Por cupuecto puede obtcnerce un recultudo anilogo elininnndo le

inbecraeión con rccpccto a cualquier otro argumentoen la definición

de producen eccalar.

.xplicncionec de la chrccentcción Canónico.

See fl una nenitud cuyo operador correcpondicnte A tiene le

fenilia ecpoctrnl 1!A . Entoncec:
a). Lc probabilidad de obtener un reeultndo emprendido entre A y

¡.HQ al medir ec Ebacpfll ci el cicteun co hallaba

en el echado (normalizado). ( El“ 9‘; EA+b¡_=L-?;
Puecci en) cc le funcióncaractericticu del intchnlo (Ang)
(igual c uno dentro y a cero fuera de dl). ecc probabilidad ec
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igual e]. Valormediode le ¡anima dj). y Por lo tonto:

hab (JL-MM =vm(c(á),"e) = (¿(A) som) g,
en 1 ¡+5 __ z _ a

¡IdDdNEfl’u=f dim" = “tu?”.ó a

b). “EMP eo la función de dietribuoión de la magnitud j; . y eu
función característica define un grupo continuo y abeliano de ope
radoree uni turioe.

En eteeto. Efipul según a) repreeenta la probabilidad de cun
el Valor de 54 eee menor que A . En uan función no decreciente

«o A s "¿Miko ¡Maxon‘ :1
reohe. Por lo tnnto ee ln función de distribución de á . Le run

y ee continue por le de

eión caracteristica ee: l A
¿(a-11‘ ¿dsd/IEA‘M; = (ets (e;

1“ . eimdo e uno eee ee el valor medio del operador unitario e
n . ¡A I

verbotro real. Le operación de grupoog; guíe“; 9 ¿1154594
obteniendo“ 1a unidad para ¡3.0 , y la inveree cambiando e por -o.

e). Lo probabilidud de obtener un reeultodo determinado r eólo ee die

tinta de oero ei r pertenece el espectro puntual del obeerVable.

Puee eólo en loe puntos del espectro puntual puede haber dieeonti
unidad de 1a función de dietribuoións

¿ÏOHE‘F 1'30 ei a) ee entorno de un punto del espectro
continuo.

e). Le probabilidad de obtener un resultado r ee uno cuando y eólo

ouenfioel estado ee autotuneión de]. oli-enable que ee ¡ide y r

el autovelor correspondiente.

Punto que son equinnlentee 1e- ooodioionees

E7.on Pm No» l Eñgügcp ¡nr- ¡»JL
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g. ¿no“armamos tgoggg.
Sc llsns “propiedad física" s todo magnitud que se nido con dos

rcsultados posibles: "e!" o "no". y tol que no varía por conjunción

eonsigo sismo.

Les "propiodndcl" corrssponden entonces s1 proceso do verificar

le existencia o inexistencia de propisdades (ahora cn el sentido usual)

en un sistema fisico. La magnitud ee: "¿Existe 1a propiedsd tsl en el
sistens en cisrto estado?" Ls conjunción mencionndnse expresaris:

"¿Pocos el sistema 1a propiedad tal y osa milan propiedad?” Es obvio
que no hay diferencia.

Uhejemplo típico seria: “¿La medición ds ciortu magnitud dsrá
un rcsultsdo comprendido entre s y b ?"

1) A las prOpiodndcs corresponden los operada es proyección y 1a

corrsspondsnoia es biunivocs.

Pues por ser usgni tudes les corresponden Operadores uutoadjuntos, y

los únicos id-npotentss entre estos con. por definición. los proyec
ciones. A1suto'Hlor uno se ls atribuye el signitiendo de "si". y s1
coro el de "no".

d) Le probabilidad de que un sistema sn el sstcdo q? (normalizsdo)

poseo 1a propiedad Ó> de proyección E es ÍÍE<PHZ

Pues comolas propiedades sólo puoaáíïïZho resultado uno o coro, su

probsbilidud os igual a su valor sodio y

vm(E,-<o) = (Equip) = HELPHL

8) ses 071¿;1s multiplicidad lincsl ccrrndn do E . Ls propiedad

existo entonces con corteza en cl sstndo (P si (p e ÍhLE-. y no
exi ste, con csrtszu, si Lg e É]—ng . Donodo que s la negación
lógica ds 1a propiedsd usó , o sea u 1o propiedad " no6) ". corres

ponde 1a proyección I - I . 31 oztEcpqéw no sc puede orinar nsdn
sobre el resaltado de ln verificación dc la existencia ds osa pro

piedad sn ol sistema.



Been ¿i y ¿L dos propiccedes. y Il. Ba sus proyecciones. a:

eonjunei‘n lógica expresa que el cisterna posee unes propiedades. o

puede decirse. le propiedad " ¿4" él”, de nodo que debe esperarse un

resuth une cuandoen erecto existen saben y cero cuandono existe

el nenes una de ollas. Le corresponde entonces c1 operador BLI. .

Pero este operador sólo es proyección cuando El 9 Ya. do 11040quo ¡lo

siempre puede efectuarse ln conjunción de propiedades (pero Vease cl

ep‘nd‘loe l). Lo ninno ocurre con le dismmción " 6940ÉL", que equi

velc lógicmente u " no [(no ¿1) y (no (ÉL) ". Ec también necesario y

suti ciente que v R. pera que en erecto see unn propiedad, y enton

ces su proyección en E1+ Ea - Ella. y no 1614-3. comopodrie parecer

e primera Viste. Lo nue se ¡una son lee multiplicidad" lineales corres

pondientec. ce nodo que le de " ¿{o ÓL" es 77251 U 771/52. . esi

cono le de " 694, él" es 771151 m 771/57“ '

Resulta asi .61dente le intine relación entre las opornoiones de

le 1631.“ o cl álgebra de clases y las de los operadores proyección.
pero con una significativa diferencia: aqui hay Operaciones 'prohibi
dns”. l

Los autores que escriben sobre filveotia de la Mecánica Cuántica

reconocen que el lenguaje usedo en ella no puede seguir lee ¡ni-es re

glne que el común. debido a lan expresiones de valor lógico indeterni

nado que aparecen (comopor ejemplo, el ainda tiene m1 posición y
tel inpulso). Haydos snlidun para esta situnción: o guiarec por unn

lógiee de tren Valoros (ver por eJenplo lleichenbach (14), pnrágrnto

30) o restringir el significado del lenguaje. dc nodo que existan tre
nes sin sentido.

lies parece que el álgebra de las proyecciones incluye ¡mete cierto

punto entes poeibilidudee, pues por une parte añade un tercer velar e

los enunciados (si, no. indeterninudo) y por otra reatringe le epli
cnción de ciertas operaciones (conjunción. disyunoión) quitándole. toco



significado cuandolos predioudon no autistas-n cierta condición (con

Intnbindad). Por nuuuuto lu lógica de tr“ valoro- llega tambiénn
algo equivalente, pero e]. onminoparooo ser distinw.

Para fijar ideas ho aquí un cuadro oonpnrntivo con la lógica mal:

59510. {Igntaxgnl ¿¿¡gggg_gg_!gg¿g Prozooogogen.

Sujeto n (punto) Q (punto do un espaciodo Hilbert)

Prodlondo X (conjunto) R (aporndor proynoo16n)

E a? (IU
Enunciado. con n ex Le
dos Valor-n Eïkp =,O (no)
do verdad. ¡1%!

O:#E(P=#(€ (indicar-J

¡canción I-XEX' I - E (negación diamond.)

Conjuno1ón Il)! Br ; E v r

Dioyunoíón ¡UY 19+! - YC!; "i v r

Inclusión x C Y E 4 3

Inpnennón xq! (a: x'u Y) I - 3+1." ¡ 12v r

Tautulogin rama: t(ll,?)=__=1; E v r

¡bom-do “1.7)30 Mmm-50 ; E v L'.

La negación es dinmotrnl porque trnnsfornn cierto on falso. tallo on

Giotto o indeterminado en tndnterninudo. Hagamosnotar quo no en pon!

blo aquí definir otras nognotonoa. típicas de 1a lógica do tros vuloron

(cono 1a 010110“ y'lu complot"). pues todo lo que transforma lo indo

torminndo gggnlmontgon cierto o falso coincide con ol operador I y
ontonoon los otros dos Valores no sufrirínn modificación. Conocana o

tras nos ciones son nooaaarfinn para definir el ooneopto de oomplnnon

tnridad (quo es el equivalente a la no-oonnutabilidad) deduoimunque

las proyoooiones no constituyen un culo típico do lógica do tro. valo

rn. a polar do incluir un torcer valor de vordud.
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Relaciones entre Propiedudos y Liam“tudee.

Bs evidente que las propiedades son nmgnitudes de manejo simple, que

por estar rcpreeen tadus meliante operadores acotadoo no den lugar e

conplicecionee matenáti cnc. más aún recordando que poseen cianuro un

espectro discreto y con sólo dos autovilloren.

Por ello seria muyde desear que pudieran reemplnzorse lee magni

tudes en general por propiedades, y cono ee verá esto ee perfectamen

te factible y aún ventajoso desde el punto de vista eupirista.

En erecto. medir una magnitud (A es hacer lo pregunta "¿cuánto Ve
le .99 9" y es evidente que onto equivale a la nucoaión de preguntas:

"¿Esti el Valor de cor-mrendidoentre a1 y es?" " ¿nuentre ¡2
y asin... que no son otra cosa que propiedades. Y advirtenos que es
te formulación ponce dos importantes venteJes: 1'). son más "reales".

en el sentido que expresan neïe fielmente lo que ocurre en le experien

eie. pues toda medición tiene su limite de error, de nodo que nunca se

de s1 Valor de una magnitud n secas eino el intervalo en que se halle

contenida. Por supuesto en e]. con de convenirnos dar un Valor exacto e

ciertn nngnitud, ello también equimldrie a una propiedad: "¿Es e el
Valor exacto de 34 1’”, y 2°) este ¡{todo de ir "buscando por secciones"

el. Valor de una magnitud elininu los infinitos o lee da un ¡entido di

recto. por ejemplos "¿Es el vnlor (1054 mayor que a 'I", que en en ri
gor el. único modoexperimental. de tratar e]. asunto.

¿06m0se reconstruye uan magnitud u partir de sus propiedades compo
nentes? Bunongamosque n 1a propiedad de que el Valor de 54 está coe

prendido entre nn y un“ corresponde le proyección En . Pnrn un sele
dc Cpcualquiera, le probabilidad de que esa propiedad ee verifique

es "E’QHZ'J(EAW'W). Comolas propiedades de enter en interrup- di

ferentes ee excluyen. se cumple B13323.61l"o seu lne proyecciones dis
tintas son ortogoneles. Por lo tonto pueden sunurse y su cuna será

ctrs proyección. Detininos entonces las proyecciones 37‘12 E'Kage)
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que tornan une rnnilic cepeotrel, comopuede comprobaree de inmediato

( ¡4:0 . ¡“:1 . EA<l!)flpere A4,“ , continuided por le derecha). MIO

re un I. puede escribirse A ¡Mz-B. . El valor medio defi en e]. ee
tede Q) será entoncee. siendo )k,un punto cualquiera del intervelo

correspondiente: ¿m(¿GNUN;- Ï" (AFJP/LF)
y coto tiende a f) al (EME?) 1= (Aca (e) a medida que mateo
lá- pequeñosloe {gtcrvaloe (el linite existe por hipótesis). Ac!he

noe rccobredo la expreeión.ueue1 para el valor medio de,54 . Si no pe

ennoe el limite y noe quedamoscon le mm en lugar de le integra. hn

brence repreeentudo un observable que "aproxima" e 59 y puede re-pla
serlo para todo uso experimental. En cambio en general hnbrenoe perdido

una expresión matemática más sencilla.

Tomemoscomo ejemplo el operador coordenada q . La propiedad de

que el ei Item ce halle en el interVelo (abel ) tiene comoproyec

ción e' kk. definida por: nqumto pere q (ek g Eksz para akgq (“+1

y ¡tcp-.10para q)ak*c En evidente “ue ¿un distintas ¡k con ortogone

lee entre ei y eunadaedan unn ttwilia espectral E)“,que en el ¡{lite
coincide con la de q z lñqgsp pero q<) y EWQ=O peru q7)

Entonoee el operador q'; qklk (siendo qk un punto cualmicra
de eee intervalo) ee una aproximación el operador q . canto neJor cuen

to lie'pequeíïoe son loe intervalos k .
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El postulado III permite predecir resultados de nbservaeiones.

siempre que se sononsa el estado ¿f del sistema. pero esto es un esse
de excepción. En etaeto, sóla se tiene comoarma el postulado Iv. que

permite eliminar los estados no compatibles son el resultado de la me
dición previa. Pero esto da un resultado único sólo en ceso que le ms.

nitud medida tenga espectro discreto y el Valor observado sea un auto- '

Valor no degenorndo. 3610 entonces hay eorresnendenoie biunivoea entre

sute'elor y nutofunoión y puede deducirse que el estndo del sistema ss

td representado por ese nutotunoión. En todos los dende casos al valur

medido sorresnonde una multiplicidad linenl que puede tener cualquier

número de dimonmones y no hey regla alguna para elegir unn de sus

puntos eomorepresentante del estado.

Es para estos oeeos en que los dntos no ulonnzan u determinar el

estndc del sistema nue se introducen los mitades estadísticos, tanto
eldsioe sono oufintioemente.

Pere ello se estudie el comportamiento medio de un agregado torme

do por un gran númerode sistemas iguales el de interes y luegp. ms

diante alguna hipótesis de tipo ergfidieo. se extraen conclusiones_son

respecto al comportamiento individual de sus componentes.

En primeríeimo lugar hay que eolerur el significado de 'sistemas

iguales". En general se dise que dos sistemas son iguales cuando den

resultados iguales pero mediciones de todas las magnitudes imaginsbles

efectuadas en las mismascondiciones. Sistemas iguales satisfacen el

principio de causalidad; esto es una tuutologíe.
Esta definición de igualdad no es útil pues es imposible de aplicar.

La definición nue implícitamente se usa es la siguiente: sistemas isaa

lss son aquellas mus poseen en comúnun cierto número de propiedades
fijadas de comúnacuerdo por todos los obserVudorss y que en general

se resumen mediante le ndJudieasión de un nombre el sistema (electrón.

molecula de hidrógeno). Ademásse riJn también un cierto número de pe

rdmetros que por hipótesis ¡esten para determinar el estado del sistema.
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Bntonccc cictcnnc isuelcc y en iguales condicionec significa que tienen
igual nombree iguales Velorcc dc ccoc pardnetroc. El principio dc ceu

celidad ce convierte ací en al problcnn Jc calcular cuautoc y cualcc

paráhetroc son nccecerioc pura definir lu igualdad. di parece no cun

plircc cco sólo significará que exictcn otroc puráuetroc "ocultos" cu

ya influencia no ae habia tanudo en cuenta y que en ndclunte habrá

,‘ambién que medir.

Pere 1a Kecfinicn Cuántica cl problema no está ací bien planteado.
pucc bacteria que entre los parámetros necesarios hubiese algún pur

no connutnble para que ruece inpocible vcriticnr lu igualdad de con

dicioncc ccgún eea definición. Existe ci un cietto númerode propic

dedcc conetnntee en el tiempo y ounnutnblec con gran número de magni

tudec, y ellae ac ucnn para dnr nombre a Ion cincmuc dcl nicno nodo

quc entcc. Luego ne consideren todec'aqucllac propicdndcc que ce han

verificcdo y cc enhe que cocxictcng por ccr cinultáneuc cuc proyeccio

ncc conlutcn y pueden conbinnrcc por conjunción: cc tiene en definiti

ve una cole propiedad l que Inc rccunc n todnc. Se dirá entoncec quc

dos eictennc con cquiancntcc ci tienen cl mismonombre y poseen le

nicnc propiedad E . El término igualdad ec preferible no utilizarlo.

lc clero que esta definición ec igualmente útil en el cuco clñcico.

pero cquí ce postula que exicte una propiedad tan "complete" que peru

lite cuctituir ln palabra ggggzgggngigpor.1ggg¿ggg. Unagregado cc

tcdíctico fomndopor ciatemecm mut- tcndriu lee doccarac
teristicnc ciguientec; 1°) ccrín 15:1. lo cue significa que el valor
medio de cualquier magnitud tomadocobre el agregudo total es igual

c1 tomado cobre una parte cualquiera dc 61, de nodo que por división

cn pcrtec se obtienen agregadoc ectndiczicoc idénticos. a") cerfe

355313. o coa que todua lna magnitudes tendrian dicperción nula.
Cualquiera de actos don caracteristicas implica ln otra.
En le cctndicticn cuániicc cn cambio puede demostrarse que tal cu

pocición cc incorrecta y que eunquc hay agregndoc puroc no loc hey

OIIG‘OIc



Renneentnoión latonfitien de Agregadoe.

Un agregado entadiatioo quod. determinado ei ee dun las eorree

pondientee funcione. de distribución pero zodae las rmgnimdee. Mi

{a} A) indica ln probabilidad de obtenor un roeultado menor que A
el medir la magnitud GI . y end dado allein-¡ente por el cociente

entre el número de eietenae que tienen un Valor de 0x memr que Q

y el ¡“hero total de nintendo del agregado.

Oonoeidae1a- A) ee puedencalcular los Valore. nedioe de

Ice GK: "(GU = 1:7. al ¿(913) y ¡oe de cualquier función de Ó)“

animan] = ¿”Fm Mau).
Pero pare introducir le noción do operador eetadietioo. debida n

v. Nou-unn( ver (n) y tanbión (10) ) ee preferible caracterizar al

agregado mediante el dato de los valoren medios de tod-e lee magnitu

dee y toda- uue funcionen. .lue ono ee equivalente a dar lee funcione

de dinribuoión se "ri tica fácil-ente: eee Ika) ln función caree
terietion del in‘ennlo bom)“ (o een igual a unopara té) y

a cero para x) A J; entonooe e). valor medio de “(GU ee por do

tinioión ln fmoión de aun-1mm“ 2am)
Dar un agregado eetndi etieo eignitiee entonoee dar una función

ntfl). euro argumentoee eunlquic magnitudimginoblo.

Pero pero que n le inveren una función “(GU fepreeen‘e e un

egresado eetadinieo debe ouplir eiertae condiciones:

e). 8er simpre reel. y ei ee unemagnitudquopor ¡u “Maleta
no puede dar reenltndoe negativoe. debe eer “(cuyo .

i). Si Q safi+b® eiendofi y atrae dosnegaitudeey e y
b ¡heroe realee, debener “(61) É aunk)“ 1kb.m(®)

independientuente de que y (É neono no ¡ediblee einultñnee
lento en un Mello “atun.

Sin amargo nosotroe introdueirenoe aún otra modificación que cone

siete en re-plaznr lee mgnitudee por propiedad“. y ee verá cono



ello einplifiea conceptoey deloetracionee.

Unagregado eetadietico eetard dado por la función p(¿)¡iguel

a 1.aprobabilidad do que ee verifique nrimtivanente 1a propiedad é
Queeeto ee equivalente a 1a carecierisación anterior ee imedia

‘Oo Du“ la función l’,(&) u‘ilieada en 1a página anterior ee una
propiedad. A la invcrea. cono toda propiedad ee a la vez una magni

tud. reeulta «me1a función “(GU ee eólo una prolongaeión de 1a

M5,) . o een "(60) 5- p(&,) . Dem M61) no eetfi definida ei (px

ae ee una propiedad. Reic explica que e]. trabajo con 1a mty) eea

ele eencino, puca "(61) contiene daioe eupcrabundnnteeque eólo
eirven para conplimarlaa torna-cion“.

Lee condicionce para que una mación Mg) oeractcrice e un
agregado eerln ahora:

e) 13(5) real y mayor e I‘ll! e eero.

e) Si G y G: con doe propiedadee excluyenjee. c eee é n o: = Ü

debeempliree ¿UF) a: P (¿9)+
De aquí ae dcduce que ei é c; g . M60) é Ma) . puee Cc;
puede deecomponereeen é U0: eiendc ¿:9(10150 y el teorema re
eulte del poetulado a).

Mb) mi Moneda 1a "función eetndí etica" de]. agregado.

e) ai ee timen doe agregadoe de mocionee eetndieticne p1(&) y

p.(fp) y con enoe ee toma ¡no eolo. en función eetndfetiea eerd

MQ) 5 a P1((;)+tg R715) eiendc ¡( y 9 le proporción amix-ice
de cada agregado en el apegado intel.

d) ¡(á ) y 0 . 3 ee una propiedad que poeeen todos loa aiscenae, ein

excepción. puee en único ree-nudo poeibla ee uno. ‘tntoncee equin
le a afirmar que el eietua. que axietía por hipótaeie. en erecto

exiete, u otra tautologia. cualquiera. Pero lo wie connnienta ce
connidererla cono 1a propicdad de «xictir. Lo lógico entoncee ee

ria exigir p( j) 1; 1 y eaioneee todne lan probabilidad“ eerian

ebeolntae. normalizadae. Sin encargo e veeee ee conveniente
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rebajar eon probabilidad“ relatino. poniendo ptj) z oo y re
nunciando e normalizar. Pero comonueetro objeto ee Juetmente no 1n

troduetr inflnitoe en Ifll tormneoionee tfeione. eupondrenoeMapa-e

11(3) finito. y eelvo nana-tenen explícita. normalizado.

e). Unegresadodo tmeión eeudínloe pté) eerd m cuandoenel
quier otro agregado tornado eon perte de eno componente- tiene

tablón eono función eetadíetiee e MQ) .

fl- Unagregado ¡»(6) ee m euendo10o üniooe valooee que pue

de toner p(6,) eon eero y uno.

Puee en un agregado exaeto todoo 1M magnitud“ tienen diepereión

nulo. por definición. o eee: “(0.1) =[vn(<fl)ll pero pedo Cp»
Pero “Q; ee una propiedad é, . eo-o él":- ¿o , resulta

MG) g [M 69)]2' 1 eeto ¡610 ee cumple pero loe núneroe uno y cero.

g). Todo egresado anoto ee puro. Puee e! lo dividuloe en doo pertee

en proporeión ol y (a ( ono :4, ) y ha funcionen eetadfetioae

de eeae parte. con p1(¿) y p2(¿). vnle
“62) -_—_dpiuí) +(b PJÓ)

negativas. ei p(fi,)=0 tiene que eer p1(f,);pg(é);0 3 y ei
“¿L-,1 . eono p(3-€p) ==0 (por bh). reeultn

¡1‘3'é);93(3-€9);0 . o le! 91(9);ps(¿)=-;1 . Ycomounoy
eero son los únieoe valoree que puede tuna: el agregado ormmnl.

y como eon todoo oantídedee no

quededonostme el teorenn.
El. tor-na recíproco no ee cierto. cono ee verá mi. adelante.

BJ.Operador Estudi-tico.

La eleoeión de 1.a roma de In Melón MCD) o m(Q\_) apnea
en realidad un nuevopoemth que meti tuye y gonernlizn al ponuln

do III. 81 eigutente razonamien‘o ensure ounl ha do aer eee tom.

See Ése“)! un ¡inter-m ortonorml cualquiera y al una magnitud. Si
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un cut-nn cc han: cn cl camilo WK . cl valor ¡odio dc Q cc

(R «el.(el) . Pero c1 cn mar dc un cut-u cc timo un “mado quo

cc ¡inch dc c1ctm- cn loc cctcdoc fe“?! cn la proporción un para
cl catch te“ , el Valor ¡odio dc 6-2 cobn todo c1 agregado card
n(Q) z Z un(R‘fMQn) . y “Mo ll un opcrndorcuyo-cum.
lorcc con 2.o- ull y cuya. nutothncioncc con Inc (en, . con ¡una cc
c1 sw dc UR. puc.

Zuh(RLev\I“-Pf‘)z =Ï Len’kp")=
Elton”- cc ndapcci cononuevopocmhdo:

POS'I'ULADOIII'. El valor ¡odio dc cualquier magnitud Q cctfi dado por

1a función atom-gamma . o tanb‘lón. 1a probabilidad
dc cualquier propiedad G, cad dada por 1a tunoión

p(é)=apun ; siendo U un operada- que caracteriza
dl ngrcgadocctndfatico roprcccntctivo del cictadc.

U cc unn 'opcrndor cctadístico' dc]. apagado o del ctctcnc que occ

cgi-candorcprcccntc. Pcro hay cmo¡criticar quo 1. función 3pm!

cc una tinción catadfcticc. Y-on crccto:

c‘). Bcn condición cc catictncc .113!ch quo ¡I un nutondjunto y

lcflnldo positivo, pnoc cl producto dc doc opcndoncc dormido

pocitivoc tiene amu-mayor o 13m! c coro (ver (9). Gap. II. parl

mtc 11). y Inc proyccclcnccmii; Lc con.

b‘). “(B-FP) = 3pm:+3130? puc. cl 8pm-cc una función lincal.

Esto "lc tmbiin c1 Bt+0 . poro cntonccc E-H‘ no cc una pro

piedad y cc trata na. bin dc lc función nui) que de 1a ¡»(6).

c‘). Si 01 y ua con loc opmdorcc cctndícticoc dc doc agregados y
y con cato- cc tom uno colo cn cl quo curan cn 1a proporción

¿".(b, «4p; 4 . c]. cpu“. del mcg-do cimacc

U: ek¡11+ (i U.



I",

’ú'T‘

Ñ

V‘v"*‘

.FA

J). Si ee exige que el operador I iengn le probabilide uno (nor

Ielizeción). eno equivale e pedir: apmzapu s1 . de nodo que
U. por me Spur finito ee un operador "volletetig" y tiene ee
)ectro puntual puro.

d). Agregadospuma. Si ee divide un amando de 0p.eet. U en doc

pertel en proporción america cup , 4+(bzi) y cuyo- op.eet; con

01 y U: ,_e1 agregado inicie]. ee nacerá puro ei, cualquiera con

el nodo de partición. ee cumple 01:08:41 .
m. Le condiciónnecesaria y nnticienie para que un agregado¡en
puro el que lu opentdorentadfltieo een una proyecciónsobreM
M93 U=P<p

¡a condición ee mfieiente. Puee eee IJst y F una función

cualquiera ortogonel e (e . Colo U. 01, UBnn definido poe‘ltivoe,
un: o 4 a4(ULL?) s ¿(u¿fi,fi)+e,(ulfi,fi)=(uf,f) ¿(30515) :0
Pero a. (UJ,#)=O le deduce. por la poeitividnd, ulrso . Si ahora
g ee une función cualquiera. (t.u¡g)=(u¡r.g)=o , de nodo que tod

tuncidn t or‘ogonel e ‘P ee artesanal e 015, o eee 111321.84? pe

re todo g , y considerando que ap01=1 reeulte (¡lr-INo y por 1.o
tantomm Used";.

Perl honrar 1a necesidadde le condición.numeric (ver (9).

pág. 109) procede de le cimiento nenera: gm de la igualdad
anual», (50' ee deduceahora por hipóteeie. bacterñ demtrnr Que
m operador U puededescomponer“en una de una proyección
unidineneicnel y ala) ¡de (que también eee un op.eet.). ee decir:

U: de+ (302 , y de equ! entonae resalte ¡Jn-FW.
Pero para efectuar dicha deecoupoeición noeotroe “miremos un canino

dietintc. que noe pereee náe unen-nuvo. Por cer :qu 21 , U poeee

eepeetrc puntual puro; ¡een {ha}me autovelcree (ZXF’J' ) y Pn
1.a- nul‘iplicidedee lineales caracter! ¡tiene correspondientes. Enton
eee II puede eeeribiree U=Ï ¡»En (que correspondería e une nez



01ade agranda. doopa-t. P. conpego hwnmotivmnu).
Blu-no- m Pk m quo ),¿qeo y supongan. quo ¿un-7“? ( É) il

din que h om ‘00cuando a todo )naé!:2));gritan.“
u: Axpk+2 ¡Apu= rAK7-}+Ï 3A

¡meo r o].núnarodo auction“ a. P . 81 abra identifican-s

T3u=e4 i Z)3n‘-(¿ ¡ÍÏÉ =U4 l ¿iii-Z: U2- ,1
“11.0. una “Imposición do U finos-onto significativa y que oonirm

dico 1a hipótesis. ¡masovinoth ¡11+ Ua. Doaquí no Mo. quo
Z‘AN no pum ur distinto do coro. y por lo tanto u en ¡untmo

do un proyección Ust/r . Pero ¡1 r u nayor que uno. en evident

que Pk puede (¡componer-o al m de dos proyecciones ortogonalon
lo lodo que ¡[neumat- habria omtrndiooión con 1a hipótnin. Enton

uo debonor r=1 y 0:2”.

t). Bo hay agregado. exactos. Pao. un culo de haberlos. ap!!! ¡lobo to

ur ¡610 los Valore. uno y coro. poro Ii R u proyección sobre

una ¡ola dtnnnión, 3:1"? . 390?“, o. hmo‘lón continua do (p . do
nodo que, o en constant-onto nula y entona- Uvo. o en constant.
unto igual e uno y antoni“ U=—I. pero albo. enana "th exclui
dos pu“ no tias-n Spur uno. y all-¡h por o]. parágrafo anterior, U

tendria que nor una proyecciónuntdinmtonnl. yn que todo amb
«noton mo.

c). 0m oo acaba de ver. un ngngndo puro no en mua. n alternan
(lo lo quo ocurre en 1a estadística 016-1“. Pero dooir quo un agroal

do o. mo on lo mi. “ron que pedimo- 110m1-da]. concepto clásico

de un agregadocuyo-oonpomtoa son1M pu“ ono indica un
complot.“afinidad do propiedad“ on lo. component“.313uhrp
nit ani habrá magnitud-n do Manu-nó» no mn. Conoonto no puta.
Cabe-o a la eri-tancia do Won-o- ocultan". pm" 1n- Manciano
.on indopcndiontoo de). nah-ro y clau de paranotron. onto significa
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que no ee maple el principio de ecueelidnd. Re decir. no ee poeible

definir le igualdnd de doc cetndoe ledinntc 1o igualdad de loe re
nltedoe de nedicionee erectuedee en euoe.

Enrior home notar queel demi» no ee total ni nachone
noe. En erecto. ei como-noe 'exectlmecte" e]. eehdo de un eietene

¡o ecc le función h onde ‘P had-oe el ¡cuencocceoe "eplicer le
ley dc cnuenlidnd", predecir con exactitud luchoe rceultndoe. e ee

ber 10o de eqnence msm tudee de cuyoe operadoree een (p automa

ción (tcdee Inc comutnblee un la que permitió determinar ). En
cuento e 1a- otrce. ei no poduoe predecir exactamente cue wlorce,

podeuoe predecir le ley de distribución de cctoe. lo cue]. no ce poco.
Conocer "exactamente" el eetndo de un ein-¡e ee e]. cum limite

de la eetndietioo (tanto clásico colo ensïnticcnente), ee el cano en

que la eetadinticc no ec noceearin. El agregado ¡eric puro y eu ope

rador eetndfetico le proyección cobre lo función de ondn de eee ee

tedo 051%, . Y en efectortnl. eeeo el Valor Indio de una magnitud

enelquiere ec wUAzüPQA=(AQ,l€) . cono ee imediato ei pere
celeuhr el Spur ee tone e Lpeno uno de Ice cJee de coordenadne.

En eete coco ce _diceque el apegado ee un gm. en loe dde ee
enem deeetedoc.

m del OperadorEstadístico.

Pero que el "cimiento del probl-e tieico eee completoee ne

ceeeric eún indicer cho ee calcule e). cpu“. de un agregado. Reto

debe cer eiapre punible. ¡mee pero ecc ee introducen lloc netcdoe
eetcdfeticoe.

00-0 dato ec nene e). rentith de cierne ¡cdi cionee (comic

bloc). que com: ee he vieto. puedenreeuiree todos en une cierta

propiedad CO. Decir que el ein-c tiene 1a propiedad cisniti
ce orinar que loe reeultndoe de telee ¡adiciona con take.
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Conohipóteeie ee euponeque m el eonoeiniento adquirido eo
bre el eieteae en! rom-ido en Ó . ¡en puedentirimree eobre ¡me

propiedad no contenido en ; ei que ee eierte ni qm ee telee ni
que ee indeterminado.

31 egresado ee‘ndietieo que repreeentnrá el eietene de interie
tiene entonces que cumplir doe eondioionee.

1’). Todoe ene ooeponentee poeeen le pi'opiedad Co .
2'). Ningúnotro rnetor debe eer ‘o-ndo en oriente.

Liu-edo U al operador eehdfetieo bueomlo, le prinern condi

eión dioe: 8pm :1 . Le segundo ee expreee ¡inminente diciendo "ne:

que elegir igualee probabilidad“ e priori". y eeguidnncnheee vere
m {ovulaciónntedtiee.

Para entietneer la primera eondieión el proeediniento ee el ei

guientes ee van tamano dietinhe ent-¡ee (que puede mponeree tor

eeben parte de un eierio agregado 0° ) y en ellos ee ¡ide 1a propie
dad ¿a . Si 1a poeeen ee ineluyee en el. agregado que ee eetá cone

truyendo: ei no. ee bien de han.

Pero ¿de ouñntoe eodoe puede nediree une propiedad Ó i aee 771.?

en ¡ultiplioidud (que ee eupoue de nie de una dineneión. puee ei no

‘ode ee trivial) y {Wu}melquier ein-ne de eoordenadeeea ene.
ae emplea eete eietun en eonotro. eee “KS . y ee ee
tebleee ¡me commondenoie bimivoen Yn" ¡n ¡WH/HL siendo loe

¡n y [Annúneroe reales meleequim pero todoo di etintoe entre ei.
Se tiene eii definido un operador entondjunto‘úuoe autoveloree mn

loe {LLV41 autonmeionee {Wasjlyn}. Por el poetulado TI le come
pondeuna ¡aptitud tieiee eedible. “mee enero le runeión rm).

eiendo tu) 2-1pera Reiki! ¡(10:0 para 16%.} (7 mora de no!
puetoe erbitrnrie. pero integrnble). 81 operador ¡(3) tiene eoeo
úniooe entoveloree un y cero. ¡ho pero lao tueionee de 777,5 y

eero pero las arcos-nel.“ e enee. Por lo tanto ¡(11):! y lo ¡sedi



ción do n oquinh a 1a verificación a. é . Pero hay innnim

R nd-iliblon. puso hay infinito. lodo. de elegir lo. aint-uu {WH}
y {Mi ¡los núnlror “ni y sf‘mk.

Bayentoncesinfinitas mas de verificar una propiedad.

Por otra parto. Ii 01 agregado original tenia op.ont. {lo , 01
apegado obtenido con aquello. do ¡un ocupan-no- quo dan ¡(11):1
tendrá omo operador estadistica:

"ïéí‘°°“’*"’"’
pnu a). nodir R todos lo. ¡int-al quodnnon alguno de ¡un auto-¡

tadol. 3Q“? o {Mi , y ooo con probabilidad 30013€": (Úoigïfifit) 0to.

y no utilizan ¡610 los 5%; . U o. una ¡cola «lolos estado. P?"
31 hour 1/apuoku para¡»runs-r.

Ono url)?“ para nao n . resulta. Uvn , o un. voor-uta
con todo oporndor R que no utilice para 1a formación de tu agro

cndoesta“ atico.

BI ahora 8000-8210¡ninth ln acumulaCondición. ao ha visto

que hay infinitos nodo. do elogir o]. opcrador R . No hay ninguna rn

:ón a priori para preferir algunos do ono. o rechazar otros. ai

m I. nabodal una: mm do tonerla provincial , todoslo.
prondiliontoa de verificación deb-n ur admisibles. Esto no o. nd.

quo o]. ¡anulado do oquiprobnbilidad a priori. aunque aquí parece

lucho ¡in "mural" quo un 01 espacio do la. tu... Enrealidad nigu
rindo u postulado quo diua'no hay ninguna ley fisica que dá norma
a priori abro colecciónde diam do mitigación do propiodadn".
wlan-m (9) . quo m6 01 prim-ro en dar 1a ¡zm-ión cuántica pro

eodonto de). postulado. para“ dar a ont-¡dor quo ahora, mi. quo poo

tulndo. o. una Inocuidad lógica. A¡outro- non para“ qu. el pro
DI-n ha nido nevado a un tarrono ¡non uh amor-0toa1 traducir”

a 1a Oulnticn. pero que no o: inconcebible que un din no enuncia o

tro ¡»cuando que prohiba por 030.910 la utilización de operadora.



R ci no con acotadoe, o politivoe, o elp eeí. Pero aceptub qm no
ec rechaza ningún R puedendmctrssree lee eimlicntee teoruee:

m. 31 operadoroetndhtioo de un agregadotornadopero repre
eenter e un sistema que poeec 1o propiedad é (que rom todo lo que

ee un. a. ¡1) ee uz}! (eicnb rzaszH' a. dineneioncea. mg).
Pace eee (ee 772,5. Hey algún n m que ee eutofunoión :

no :Np . y cntonoce. cono n v U z ¡Jaysunqoz {Isz 7«qu

o ecc 0Q tambien ee entonación de R y para el nino cutovelor.

pero cono ectoe con todoo emplee vale Uqgacp .

Conoeeto vale para todo lee 7715 .cl rector a debe eer indepen
lientede(p .W Recordandoque vw: O peretmb
We, (puecnoheyningúneiet-e del agregadoquetnge

le propiedad n06 ). resulte entoncee Usan, y de 3pm»). ee
deduce ezl/Spl sI/r .

2m. Condicióneuticiente pere que puede rceulter U.—_1!/rcc

qee. eicnao Ilo el. op.cet. del eemseb original. ec empl- U°8=l .
Puceconoyeeehvietoee

Uni/31100!¿(floggenwfisllméï’whz n/spn .
UI egresado origine]. que eii-viera pere toner el agregado cete

dí ctico correcpondiente e cuelquic propiedad tendria entoncce que

ccticrccer e le ecuación "08:1! para todo R , o eee 00:! .
Sin .bergo I no ee nor-Ilizeble (3p! :40 ). de nodo que no

cebc en metro exposición. Ke que en ¡calidad rccultn de una genc

ralización denunciadoamplia. En erecto. lao propicdndee de 1a reali

ded no con infinita. no cubren todo c1 ecpecio b Hilbert. Bacteri
entonce- oonciderar un operador I' que las contenga e toda- y de].
eucl a cierto nodo I eeric c1 limite e]. tínru'ec cn cuenta todee

lee propiedades teóricamente ueginablee. I' tiene une multiplici
dad lince). de cmrnc. pero no infinito. ¡them de dineneionec.

Pera admitir ceto tecno- que investigar nie e fondo c1 carác



ter de ciertae propiedad“ que ya por e! eolae no con norealizahlee.
Ton-oe cmo ejmplo el eiguinte: el nieta-c tiene la propiedadde
que cu coordenada x ee halla en el intervalo A: . Por pequeño que

eee An . le nultiplicidad correcpondiente tiene infinitae dineneio
nee. pnee ee bien eebido que hay intinitae funcionen de I.2 lineal

mente independientee y milan hiere de un intervalo dado. Pero eeto

ocurre porque ee adjudica e x un espectro continuo. de nodo me el

intervnlo Ax puede decreeer ein término y eimpre oorrecponderle

una probabilidad mayorque cero (relative al intervalo unidad).

Noeparece que eeo no ee correcto. En erecto. existen pere el in

puleo de un eiet-aa limiten date por le tinitud de la energia total
del univereo. Ningúneietna puede tenc- iepuleo infinito. Pero según

lo dicho en página d, eco eigniriea que la coordenada espacial eólo

puede toner omo Valoree loe núltiploe enteros de cierta cantidad que

equiveldria e un'cuanto de poeieión". de nodo que el pneaje de una po

eición a otra cer!» dieeontinuo. ano ahora en lugar de funcionee hay

vectoree. al autovalor 3K correepende el eutoveetoa, {caí eiendo
'n:5nk . y por lo tanto ee eilple. Entonce-a todo intervalo finito
correepondeuna nultiplicided lineal de ¡“hero finito de dieeneioeee.

Bayotra diricultad. peroeenoeme: ci tiene dineneiónrini
ta. ¡no {afl la tendría infinita. pero ee que abra no le hee-oe
correeponder el operador I - B nino el I' - 8.

Pod-oe entmcee euponer que todee lee propiedadee experimentalee

correcponden a proyeccionee de apur finito.

In el limite I'->I puede coneidernree cono le mezcla en igualee

proporcion“ de todoo loe eetadce ¡ey nutunnente exoluyentee. Re
tdci]. denoetrur que la nedición de cualquier propiedad en 61 no lo

altera (ver v.I¡e\nann,(9), #9183). ee decir que corresponde al nde
alto grado de equilibrio inasineble.
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Postulsción derini tivs.

Demuós de todas estas consideraciones estnoe en condiciones de

rest-ir los sátobs de le estadística mistico en dos postulados. en
apariencia sencillos:
90mm _I_'_.Ilsy correspondencia biunivocs entre propiedades físicas

. y operadores prcyceción en un espacio adecuado.

malaga m. Si ls propiedadde proyección B reme todo lo que
se sabe de un sistena físico. la probabilidad de que

una verificación de otra propiedad r dá resultado
Ilflmtivo es: cpm/ep: .

El postulado I' equiirule exactamente al II (pág. a) y merece los
lines materias.

la ¡lento al II’ . ee supone que la propiedad E existe en el

mente en que cl obserVador procede o la verificación de ¡Y. Si R

se habia medido con unn diferencia apreciable de ti-po de chnel-ración

es necesario dnr alguna regla que permita sustituirls por otra nds

adecuada. Conose sabe dicha regla es: sustituir la proyección n

por ls proyección r‘krt‘ïl . donde t es el tiempo transcurrido en
tre las dos ¡ediciones y 'l‘ es un grupo abeliaso continuo de opet
redores unitarios cuya torna debe ser dada por nuevas reglas. ls

¡de sencilla de las cualss se exprese: 1":ge41“: . siendo li
el huiltoniam del sistema. (“ese por ejemplo Dirac (3) Osp.V).

Variación del OperadorEstadístico con el hansourso del 'ri-po.

En pri-er lugar se verá le influencia de las ¡ediciones cobre el
operador estadístico. Esta puede considerarse desde dos puntos de visth

l’). Bi interesa seguir la evolución de un solo sistema, de nodo que



el cancele eetndíetieo ee eólo un ¡odio de eetudierlo. el proeeeo ee

eeneinon ee eabe que el einae tiene le propiedad ; entoneeeel
open. del agregado que 1.orepreeente ee ¡EJ/Sp! 3 ee verifica lue

¡o le propiedad (F . que existe eon probabilidad Spa/3p! . 31 .1 re

eultado ee afirmativo. ee eebe ye otra eoea que antes: ol antena tie

ne 1a propiedad Q: . de nodo que el m «¡pegado que debe repreeen
tar estadíeti camenteal antena tiene cono0pm“. "sr/8p? (pero
vóaee e]. Apóndioo I). 31 e]. reeultado m6 negativo sólo huy que reen

plozer F por I' - P .

8°). 31 interna esma- le evolución del. agregadoeetudietieo en el.

verificando la propiedad Q": en todos ene oonponentoe pero ein luego

eeparar ninguno ni agregar otroe nuevoe. el. razonamiento ee cano ei

guo: el agregado tenía ol op.eet. UsB/flpl . Em1a fracción

BpIF/Bpl de eue component" exiete la propiedad F y en la tracción

89(I‘-I')l/fipkál - Split/8p]! no existo, o een exiato I’d? e
Bntoneee el nuevo operador eetndfetioo es

U' = ¿EEE f. + SEE(I’-F2 (IL?) (pero Velneo.1 Apéndice I).
SPE SPF SPE SHIij

Huguet! observar que el hecho de beber trabajado con propiedad"

el ¡user de magnitudes ounleequiern noe ahorra una cantidad de eo.

pneneionee tonialee.

8'). En e]. intermlo entre doe medicion“ U también ee modifica. 31

ee eoneidern e]. tiempo del ¡dem comoparáneoron, ee doeir. el no ee

incluye Le ouv‘rtn intogruoión en el producto eeoalnr. puede obteneree

le Variación de U dormí-1do le derimdn cono límite del cociente

deincrementos:9.9; am, Ma t Atao At
Buphgaee en printer lugar que U‘ ee proyección unidineneionnl eobre

cet . U v P . y een W una función ouelqúeru:t? vt
(W;(pt-mt)(FHM"' (pt) (av

AtEL). —‘e(mUb-U -- '¡th' ’y‘Éï'iw'am
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y suena y restendo (w ,41)ch k en ell.¡heredar y pesendoel límite

¿wgwgp w (mg; z %g[<w,w)m—www]: ZTFZUW-HWJ

y en. W ere cnelquiere: = [H,UJ
Si U ss combinaciónlince]. ïe proyecciones unidineneionales velo le

li-l conclusión pue-b que todos les operaciones efectuadas son 11

eeeles. Conoese es siempre nuestro ceso. ese igualdad vals peru to

dos nuestroe operadores estadísticos.

Recelquuos que nun cuandoromance” seta fórmula es igual e le de
filg. 18. Ill significado ee distinto. Aquíc]. tiempo figure cono pari

netro (eunque ee el tinpo del sistem, no e]. de observación) y por

eso es necesaria unn demostración eepecie). que no tele en mami.

Pues uno propiedud, e menos que en su enunciación intervenga M191

Eeeng el tienpo. es siempre le nine (su enunciado no cumbia)y
su "derivada parcial" es nulo. Pero si e ese lisas propiedad se le

tone comoOperador estedfctieo. debe aoonpuñur en m vurieción e).

sistm querepresente. o see eu nuliiplioided lineel debe transfor
marse comosi ee aplicara le ecuación ds Schrüdinger e cada uno de

sus rayos.

Identirionndo, cono se hace simpre. los tiempos de observación

y del sistema. se deduce que le inflación ds U puede describirse

también mediante el grupo de operadores unitario T‘ , del siguien
1‘..060! e
El. Teor-e Brfidico.

Sin det-urnas en le “paranoia y significado de le hipótesis
eraddioe, hurones en primer lugar un breve reunen de su plnntee
siento clásico.

ln el espacio de las rusos de un sistema. su punto representen

vc q,‘ describe une ireyectorie, e le que en general se le exige no
selir de cierto Mio preriJedo. por ejemplounehipersuperoie

de energia consiente. El ‘eors-s dice entonces: “el. iimpo uedio de



peneneneie de q. en un dominiocualquiera 9 de 701W finito
tiende. pero tqao . el oooiente vol(9)/vol(a¿) oi ¿.6 tiene
voluen finito. y e oero en oeeo contrario".

Beto teorerm pmmoió ein “¡tración hasta que en 1931Keep
nen H) encontró que leo movinimtoe en el uepuoio de lao tu.“ po

dian representuree mediante un grupo de operadores unitario. en un

espacio do Hilbert, del eigui'ente nodos el teorema de Liouville per

mite eotebleoer la inmrinnoie del volmen ocupado por un minero fijo

de puntal representativos. Conomedida inmrinnte eee volmon permi

te definir un producto eoonlur apropiado: eee NQ) une función on

yo eminente Q. pertenece el espacio de lao reno; dimos que pex-b

teneoe el espacio de Hilbert "ergódioo" ei [[tIQHZQflQ) (oo
siendo dflq) el wlmen inrinneeml de unumtorno de :1 g y oi

¿(H tmbián pertenece e eee eopeeio. dotiniromoo

me)sfumjmmm
En oete eepeoio de Hilbert ee definen ahora leo opirndurOI unite

rieo V‘ ¡editmtex Vtflmflmt) . ¡siendo 0‘ la poeioión que eeu
perio el punto Q el eobo del tielpo t . Queeen unitario. reeulte

de le innrianoie de VM). pue-z

muy.) :f “winamm =jam-“¿mmmgmc) .
conopor mpueeto v .v gv‘“. y 1°,: y v"1,v_‘ . 1o. opett'
"done V tomen un grupo ebolionomontinuo.t
UI doninio Q del eepeoio de lao fue“ estará reprueniado en el ee

paoio orgódioo por en función coronel-{etica 19M) . igual o uno oi
0.99 y e oem en oeoo oonirnrio.

mora el moran orgódieo ee expreoe noi:
T V ,.

. I _ 7. _ IC {2‘ '

á: ‘F LKCÉJQ)dt -jupgmfl oLvCa)-1}1
donde I-eo eupueeto que el volumentotal del eopuow de las taeee

que interviene end normalizadon une ( fdfl l) el l. con que ee¿e
guir-oe aceptandoen lo mee-im.

Conoete formulaciónel team orgádioo fue rúpidmte demostro
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n

v'vw‘rñ

¡lo por Llaman (la) para loa cacoa de convergencia en prmedio y

por Birkhotr (z) para 1a convergencia puntual. aunque usando metodo

totalmente distintos y que no vanoc c rccmir. La pnrto nntenitioa
lente importnnte del teoremacc la denoatraoión de ln existencia del

Maite tumoral; luego ec fácil ver que ai oxiete debe aer igual. al

promedio aapaci a1, con unn condición: q'ue haya "transitivi dnd .661

cc', lo que ¡ignif‘lcn que en 1a parte del espacio de las rasca de

1a que por hipótccia no puede calir el cictm (Je) no debm existir

dominios invarinnteu en c1 tie-po. o son que 7‘09(Q)#09(Q) para
tu! todo t . amena que 98M o 9’0

Pacm- ahoru a ln MecánicaCuántica y toaenoe al tiempo del ¡icte

na comopurv'uaotro. En primer lugar no ¡mode utilizurcc e]. espacio de

lna rnaoc. pues eatd prohibido caiialar en 61 puntos o incmco dominio.

limitados. do nodo que una trayectoria carece de sentido en cualquier

aproximación. x prinaru victa acto parece una catástrofe. pue- todos
loa conceptos utiliaadoa en el teorena ergódioo: trayectorine. cel

das, superficies de alarde constante. necesitan del eafmoiode laa

tunes para ser expresados. Sin embargoya en 1929, nueunann (n)

a1 tratar de demuetrar ecte teorema. roconooió que o]. espacio de ha

talco pu'edeydebnremplaaarce por el espacio do Hilbert del aint-na.
y en realidad yn hace visto cono todoo los resultados de la estadío

tioc de Gibbo ae expreeun y demuestran en eno ecpuoio.

Proceduoa pues a retornqu el problema.

a). En lugar de ocpaoio de luc face. de; aiatem de intoróe tenor-oc
au espacio de Hilbert.

b). El agregadocettcdíntioo representativo, que ae describi- nedinte

¡la densidad de probabilidad función de laa coordenadas e imlaoc.
cata caracterizado ahora por un npemdor on dicho espacio de Hi1

berts e]. operador estadístico U , que pod-ma suponer proporcional

a una proyección: UzL/¡JDL (Spb finito).
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c). Un punto del espacio de lee tnuec ee un rayo en cl cepaeio de

Hilbert. Al acoplamiento Q-sq‘ corresponde la transformación
V "’ I‘m

o). Decir que la trayectoria de un punto no puede culir de una cier

to hipcrcupcrricie (nc necesariamente le que corresponde e energia

constante) equivale a atimer que “Uqu =||UT‘VI para todo t

y todo ‘f . o cen U v 1" . de nodo que on todos los cecoc en que
'r cc función de li solamente ce tiene U vn y U ec unet
conciente del novinicmo.

e). ln lugar de celdec o dominioc en el espacio de lee tacos tocaro

noc ¡ultiplicidndcc lince]... o cue proyecciones. Le celda ocupede

por vericc puntos ce trnnctom en la. nuliiplicided determinado
por loc rnycc correcpondicntoe. L ce cubdivide entonces en nulii

plicidndoe linealee diejnntac. que son las celdas.

t). ll volumende una celda ec mctituido nor cl .qur de ln proyec

ción ccrrcnpnndiente (o een ol I' de «intencione- de ln multiplici
SrL .zdnd lineal). 7 fd'o"=-"-°

a). Le tracción Sil/ll del ¡libero total fic ci ctomnquo ce halle on

le cold. dv“). cres áN/Ngetafifl'l) o Ahoradiranoc. lo frec
ción (SH/N que tiene ln propiedad é cc: SII/N=SpUE=SpLR/apl.

y cono E cc une eeldu do L. ec BCI. , o con áN/Isz/Spln

¿no ehcre inVariente ol volunch Si. pucc el transcurco del tiupo
t equinle e le trencrorneción nor‘n‘d . y el 3pm-ec un inve
riente unitario. Pero “ci cc quiere mayorpernlelino con el coco cli

eico. puede dmootrarcc tasación en el espacio do Hilbert un teorema

. pero por cor U
lo Liouville, pucc 3-3: [0,14] *' 3%, d U

do donde 3-7-0t’un cpu-odo:-ectedictico ec gg: LHAÜ
lntoncec ci comino. a une tracción fija de cictemac cn el transcur

co del ticnpo tocar-noc formalmente:

¿"H d __ du d __ «¿LE
cgi-Ex?! z ÏESWE—5P(HÏE+UHE)- SFU dt

¡nt
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y si k por hipótesis no puede 'enlirse" de I. , ee deduce35:0

o eee ¿{manso . (Muse que pera este demflreeión suponemosque
son eomutnbles le derimeión y e]. eáloulo del Spur).

l). Pero ei ha sido poeible definir une medidoinvarinnte podme
aprovechar para le MecánicaOulntiee ln ¡sim demetrnei ón de]. teore

le ergódieo que en el eeeo elfieieo. Para eno definims un nuvo es

peoio de Hilbert "eraódieo". Ondepunto de este espacio es une tuneión

compleja cuyo Memento ee una eelde senáriee del. espacio de Hilbert

del sistena. Le "hipereuperrisie” L ee subdivide de un nodo euslquie

ra en eeldneM y e endeuna do estas le correspondeun minero.

Bee una to]. subdivisióny tu“) une funciónen ene definida.
(Quelee celdas sean dieJuntes significa que 81318.0 pere het .)

Llamarenosintegre]. de r e It." s ZflEnMpm!“ (que cono es
evidente no Vai-1P.si les En se subidivissn n ou ven).

colo apwnzapEn/Spl. . n nedide que I. aumento de dimensiones ese
sus tiende e una in tegral.

Consideramos en pri-er lugar que todos les subdivisiones de L son

oonmutnblee, es decir. puede darse un 810W de coordenadas eonún

e iones ones. Entonces ei {la} es otrn subdivisión y gun) une

tuneión definida en ene. y {cen} e]. einem: ortonorm). eonún. le
me 1’44 se tomará mundo los "loros de r y g peru ends

Penn, poniendo naturalmente t(P‘(n)-.sr(kn) pere qukn y lo enl
lep pere g . Minimo. el produetoanular está:

(t.e)s;r(r.,n).¡u’%).apt€ _=ZflPvnhíthn) ¿[han
y por lo tanto la nomas fl:l=;lr(kn)|‘3plmn=f‘r'iv
Generalioenos esto pere el en- de no somuisbulded. .\ le función

tu.) le hacermecorresponder el operador Asznt(nn)gn y e gun)
el operedor 13'23"“)1'“ ¡ Ay B en general no son uutoadjuntoe.

Definirenos enton‘esss (2.3);b07391. . (5* es e! odávn‘l’oole
Beto sere en general un nhero eoupleJo. pero es rñeu ver que le de
tinieión de nom eoineide een le preeeden‘e y 1o lino oeurre en el



caoo especial de oomutabilidad. La auna do t y 3 l. defino lo

dianto lo ¡uma de ¡un operadoras; AH! u un oporudor normal y do

Spur finito (pues asi con Ay I ) y por lo tanto tiene espectro pun

tual puro. t+5 norá 1a runoión quo on cada multiplicidad enruta
riltion de A+B timo comovalor ol autovalor correspondiente.

Conorto yn puedendoduoiru “nikon” la propiedadesdo “to upo
oio do Hilbert ergódioo.

i). En ol upaoio do Hilbert orgódioo definimos ahora los operador“
- -1

v‘ nai-nte: v‘rmnhrtrgcn'r‘ 1) o también V‘A-¿T‘A'r‘ g cion

. ‘ Co A o]. operador definido en ol Nrflgrnto h) y 'I't los varian nooo
sancionado. operador" uni tirioo del espacio de]. sistema.

Loa operadores V‘ son unitarios. paco

5;,L4V‘t.v¿)=ap(rtut .rfr‘ 1}:apr‘n‘ï, .3pAr=(t.g).5¡,L
gracia o la inrlriwnoin do lo ¡odian frente a 1" .

El inmediato que los operadores V‘ tienen oxaotmmnto la mio
Ill propiedad“ que lo. homóninon.ietinidua en ol caso clásico.

J). learenos función oaraoiorhtiml do la celda TE n o(E;P) ( P

o: o]. nrgumnw. unn proynooión imidinenoionnl). igual a uno para

P4! y o coro porn 89:..0 . Pod.“ onwnooaponnr Mmm-gw .
Mts-o quo el oporndor oorrospondionh a ohh?) soan el purágroto h)

‘ oo E g a la invnran. son 5 1a mación doll. espacio orgódioo cuyo opo

rndor noria P ; ontonoos podmou escribir: o=(o.ó‘)BpL , do nodo quo

a nonoo del. motor 3p]... P oorrOIpondo a una nrdwderu función delta.

San Pts: 13m")- ; 01}norma orgódioo no anuncia entonces:
¡uu-'7- SDEPtdtzSpB/Bpl;:spmcT90

quo u ln trmiuooi n directa do 1a fórmula de pág. 38.‘Í

Conoduostraoión vale 1a nimn que para el onso clásico (vor limit,
o

(O) para una demostración simplificada).

k). Por sumo-io para que Valga 1a formula o. nooemr io que hay: tran



oitividnd métrica. ¿,‘¿uósignifica ésta en o}.oapnoio del sistema? La

inv:nri.anoiu de una pmyeooión 3? se ozprosa aqi: Ttlfl“-ls 3' para

todo t . o son. 3' reduce a T‘ . de modo que cuando Tt es sólo
función de H om significa :í v H (por hipótonia ea F v U, y

U v H . pero la conn‘xvnbilidnd no 151mmouráotor truwitivo).

Y on ornato. supongamos! que E oa invm-Iinntn , ontonoea;

:¡pmvtumn'rtp'rt'1_= Sp'r‘EPTt-ls SpEP constante, de donde

#fgpma‘at=3pnl» . lo anal no tiene por «1:16sor igual o
3pm: como 10°axigiría el teorema.

Minimo, ai E no fuer-minvarinnte. pero se otmpliarfi para todo

t z TtETtdZ L' . aiondo L' in‘mrizmte y nonor que L . podemos
volver a formular al teorema orgódioo reemplnznndo en todos parten

L por L', y llogurianoa «J. absurdo 3pL=SpL' .

También hay mm tener tan cuenta que P puode nar una multiplici

dnd característica do la onargiu ll y ontonoua l’tzl’ para todo t

y otra vez apnpt constant. . pero on rigor al moran“ sólo Vale on
promedio oundrútioo o on onai todo punto, y uni cono la recta tiono

medida: nulu mm mapooto MILplano, podemos dosprsoiar los puntos de

oualquiar nultiplioi dnd lineal nonur quo L . Domodo que podemos

pedir que las proyeccionna unidimanoionaloa P no pertenezcan o

nimzunu multiplicidad inv'zrinnm mamar que L o

En resumen. al): teorema orgódioo sólo vale porn comun n inva

rinntoo ni contenidas on ninguna oolda inmrianto nana- qua L .

Entonces no Vqlo en (tumoral, puras on L simpre mz! celdas invarian

toa (los fort-¡Haus con autorunoionoa de 'J.’to II ).

1). Sin embargo. en ningún momentohanna utilizado la cunmutabil‘ldad

do U y Tt . de nodo que podamos librurnuu ¡lo aan condición clásica

y trabajar con un U o L cualquiera. Entonces si. habrá nuebo on

ooo en quo no oxi ata on J. ninguna oelh invanrilmta a aquellos on

que l. no contiene ningun-1 nututunoión de H o 'I't .

l).



e). «cab-oe de ver que ei una propiedad B<L no ee constante del

movimiento puedo aplieáreele el twramx ergódico. Entonoee el prena

dio tumoral puede romplnznree por c1 pronodio eepneials 3pm: ,

que ee 1o fórmrun quo hemos aceptado cano poetulndo, baeándonoe en

el criterio de equiprobebilidedee e priori. Eetae dos fundamental!“

nee hipótesis son pues eq‘Jianentee para aquellas propiedadee que no

eon constnntee del movimiento. El. tear-ia ergódico no vale en otro eaeo.

Pero eatudiemoe nñe de cerca el significado de "promedio tmporal".

En Mecánica Cuántica eeto no puede tener otro ¡entido que el de erec

tuer mediciones eucesirne cobre el aietcce y promedio:-loe reeultadoe.

Lo que hace a]. eietenu entre due mediciones no tiene significado ríei

eo. Supongamosentoncee que ee trata de Verificar ln propi edad E .

Si E es constante del. movimiento, todos las medieionee darán el.

mieno resultaría que ln primera. de nodo que el prmedio temporal eerl

uno o cero. o een en general distinto del prcmedio eapncial apt]! .

81 B no ea oonatante, laa nedieionee euoeeime duren en general

reeultadoe diferentee. Supongamaque ee efectúan a intervaloe igua

lee de t eegundoe. Inicialmente eabenoe que el autom tiene 1.a pro

piedad L . Veriticame 1a propiedad 13(1. . Le poaee con probabili

dnd cpm:¡b‘pLE/SPL. 31 .1 resultado ee etirnetiro. .1 e! ¡una queda

repreeentem por el operador eetadietico n/apn ,que. traneeurrido el.

tiempo t ee tranefoma en a" r‘n‘“ dividido por 3p! . puee el
apur ee invari ante. Si ee negativo. el nuevoop.eat. ee (Ion/SMI,”

puee 8<L , y al cabodel tiempo t s urna/subo) .
«e! eemninoe, verificando ende t segundoe ei B axiete o no.

See pk 1a probabilidad de que e). reevntedo eee ati ¡nativo en la
¡china medición. Entonoea team-eno- comopromedio temporal:

3.1:]; , siendo Pr; é, Z: FN
Ahorabien. comoel renuth de cada ¡edición depalde eólo del

de 1a inmediata anterior y no de ¡ae otrne. eete eueeeión de resulta

dos conetituye una eadenn de MCM? einple. aaa nusapk¡apil‘ y
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lísspLsflth . Entonces. para ‘odo k . oa pis SthR/n la probabi
lidad do obtener un resultado afirmativo a1 a]. anterior había aldo

afirmativo y pi’=HD(L‘-3‘)R/(N-n) ¡1 ol anterior había sido noga
tiw. Lan'nanaruon napootivmnnto y. p' y p" .

Bntonooo pk o.“ dada nor la fórmula (ver Uaponskyüú). pñgma):
n " ¡(-4.

RÉÏW+WHÉÉUH*W
siendo pl 1a probabilidad inicial: p1:3pLE/II o

Ponganoa 8: p'-p" y a :'-_k;"ï” .o ua pk; a+(p1-l)ó.k
y 1a probabilidad media Pr está dada por (11316.):

r- rv_ ¡. ¡7-3 4-5vrxzn=a+%'k5
Comoon este coso oa p'-p"=g- SPE? __ Ls-Fe F

.p '— N_ I
N — N 1. E#35“? ¿SPESW)SPE_NWS¡>E_ _S_kn_=4ín(Ñ-n t _N

Puedoescribir”: SFEE
11..P'ga í NT:SF“? Egí z (SP(L&'E¿)E z SPE - e z
WMP MW'S 55* N‘”‘5F(Lt'g’—5;)5 (SPM;-lgspEft

:n(4-;'—S¡>EE¿.2__ _n_ z SMF: 52a.
N(1_J¿5P.¿:gt) _' N SPL SPL

do modo quo el prauedm temporal Verdadero tiendo al pranodio aapaOOaJ.

{al comolo camblooo al teorema ornódto". “¿ata varifi cación oa ma

nonto ¡ati-factoria, pues demuestra quo no huy ountr'ldiooión entre

los postulndoo ouñntioooáoro no ha visto que la postulación quo ho

mos adoptado es min marte que 1a Mpótoom orgódioa.

Aplicvoionoo a la Temodinántou.

l]. agregado estadístico ao pro-tn naturalmente a oonaidoraoionoo

tomodinhioao. puoo por daflmoión no oa otra ooaa quo ol conjunto

roprooontativo do un sistema según o). método do Gibbs.

Cono noria ono! imposible ozponor los razonamientos numerales quo

llama n 1a deducción de ln tómuln fundamental con múa claridad y

aonoinoa quo on o]. oaphulo correspondían“ dal libro do nrímmann

(Capítulo 7-2), y como tampoco tonanon nada que agregar, tomaremos
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comopunto de partido 1a expresión quo por definición llamarnos

entropía aca).agregnco de 0;).aot. U formada por N sintomas componente-s

a z -2!kSp(U1nU)

donde k o: lu constante dr; Boltmrum y ol 105:u'1.mono trae dificul

hsdoa pues LJ en definido nos! sin). 1.a calma ddnain 30.".1.:;magnitud.

de 131ml nombro definida 31.531ommnta 213%.":dmmstrudn an cpm”. p.800.

Cuando es UanE/É! , la axpreníón puede uiupll‘llcnrnoz

s=-m)(s7ï—¿6\¿%g) z Nk.ln(b‘p}”.) .
Se Vo ahora Oltrnmamto que L..¡untrupia ¡ununr. función positiïu. igual

a cero sólo en caso quo E son unidinonumnnl. o nou represento un

oatndo, lo om]. era dc nanarlr mms (¡no roprusonta o]. cunooimionto

máximoque puede tnnnraa de un o! nena y por lo mm; debo correspon

darlo entrepf a minima.

a) La entropía crean cun nl numero ¡lo flumnsmnaa da I: o ¡son con

nuestra 13nurnn01a de ¡un nroptodndou dal 219mm.

b). La mezcla de dos agregndos ( U1:B/8plt g ¡last/3p! ) no diminuyo
la entropía. y ¡sólo la conserva outlndo 3:1? .

¿Sean H1 y ¡la los números de componnnton do ambos agregados y N=Nl+fla

9X: ¡Il/N g (57412/21. Jo trata ontonoes de dmustrar:
Í

5 a ¿«SPEa-p ¿‘5ng —Sp[(ÉS-FE+S%É)¿(ÉLÉFEFÜ :1Ñ: =

o sen que lfl auna de las antracita do namas ana-agradanuinlndou no ha

mayor (¡le l-i do m1 mezcla.

Confidoremoa .01 cano E v i“ . l’ïxíste cianuro unn proyección G tn].

que ¡3:0 +7“! g F;G+—F' y E'F'; (E' y '19"también proyoooionon)!

Entonces:
fssalegtváïg+5355 a [egrgfi +535;

y sumando para ouloular o). aïpur un síntoma r1. autorunoiones do O:

—_—(55222,27She-¿(5.1.349+ïéléáfifiáfi+ ¿ag
ramama a ¿pu como una Vnri ariba continua y del-Wanna:

J, 3 5' _ , Ji. É. ¿1. fi. - aL
NK " (SPE+31?)67(5pE+5pF/)+5]: +5‘Ééé""57.5< O
Por lo tanto. dado. .4 , (g , Sp}!y SpF, o son. duda ai . ol valor ní



nino de 8' corresponde el ceso B)I', o P<B (pues Spa es shine

cuando Gar c 0:! ). Noes dificil. pero si engorroso, demostrar
que lo sissc Vale si B y t no comuten y c es ln mayor proyección
contenide en años.

Supongeme. pero concretar. B)? , o sea 0:? g entonces:

¿(Lg ¿9255) ¿5‘55 __(Pi-dá?) Ín (5€F+5°Ffv¿,>
Sp l

Pero por une parte - (¿engïïdádz é 810% :—@ÉÜSPF
(pues BpRZdeF . Hey igualdad sólo si liz-J).

t : '

7 Poro “¡Quedo fizüev €h%‘5#pa(ág+5p)
y cono esto es función creciente de :¡pB' (recordemos que E=I+P ).

cgi-MW!) .

o(1n(3pE)-I«plntapr) es entonces el ninisun nininorus de todos

su Valor¡(nino será ( n'zo , En, h

los Valores posibles de ¡iv/m: .y se alcanze sólo pere 35:3.

e). Me eedieión Moe un aumentode entropía. salvo que se nido
le mismapropiedad que caracteriza el agregado.

See un agregado de cp.est. [hall/ap! , y entropía Baflkolnmpk) .

Si se verifica la pr apiednd r en sus componentes, sin separar nin

guno (prceesc 2’, pág. 33). el agregado asi nodiricndo tiene el cp.

“‘° "'=ÉÏE?FSÉ “4' 2’55) (¿É‘Ï'Fi
Poniendo dzapn/Bp! y (9:l-c(¡' procediendocdo en e]. teoma ante
rior, hallamos C0:0 ) que lo entropía correspondiente 8' es:

'_ g ¡{ns I‘—F-)
¡%_o(1n_fif+p _LC(3__

l’iJos 8p! y 8p! , e). valor de 8' depende sólo de d . y asi:

95': phSPC-¿55(I"P)+Ín(5-'€ni .ÑIÏ 62’

_'_ 9‘5‘ _ -1. _ J. .
""Nu 5:1- (b 0L<0
tivos sie-pre. Entonces en el intermlo 04 ¡X¿1. la curva 3'(a()

tiene unmino en apt/8p(I'-I):%EBpRF/W(I'-r)l . y ¡(ninos
son los extremos del intervalo.

, pues tonto 4 cono É. son posi

8i 05:1 . S’Ï-IkJnapr . pero comoentonces 37:8 . resulte
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su) 3p: y 3')8 . Bi 4:0 . 8'=Nk.1n3p(I'-I’) . pero entonce
37:0 . o con SMP-3)) 8p! y 8’) 8.

Quedaeeí amoetrado este teorema, qm. nótoee. oe en realidad

el teorema H de Boltnnnn donde un punto de viste enpirietn (puee no

eo puede oonoeer la entropía ei no ee hace alguna nod!ción). Tenuoe

eden“ un ori‘erio para averiguar. dados B y 8p! , 0951 ee 1.apro
piedad I’ que ¡fue aumenta le entropía n]. eer verificada.

d). ¿mm egtudgenggl;W. Plantear“. el problemadel
eiguiente modosunuoe dietintoe eur-sad“ eeudíotiooe caracteriza

doa onda uno por la propiedad do que la energía oe‘ñwoonprondide en

al inter-Velo ()¡)+a|)) . de nodo quo. eiendo H 2L? AE) , lee

proyeccion" oorroepondientee eon lan GB)-_»E'MÜ-E)
Se trata ahora de mozolnr eetoe agregados para former otro de onergíe

nadie dada, combinandolas proporciones de tal amore qm la entropí

to‘el reune máxime. Cono oe puede suponer todo encerrado en un re

oipionto do volumengrande y constante. lne oondioionee exigidue

(energía constante. entropía máxime)caracterizan ol notado de oqui
librio del. agregwdo. Vonmoasu expresión mtolnñtioe.

¡Jue-¡oe {(2 Laptua) a 1a proporción on une interviene el nuece
do do op.eet. «¡laptop on el tom. Entonoeee]. operador oetadíe
tico renultnnte ent-6:

szmfl ) han) . o un“ Ugflfl)
¡una e lo ooïaïuión ¿»uni/JH ¡bunny .
See B ol Valor medio de 1a energía on el agregado total; ontonoeez

igualan-¿bltflzjai fl ¡Lama
y por últino la entropía es: “o

-8/Nk;3p(U.1nU):jwfl>).1nr( Mamma) .
Se trata de bueoar ol mínimo de -8/Hk para apt! y 3pm! cone

tantee. Le Variable oe r , y eiendo r y e dos mul‘iplimdoroe

de Lagrange, eeo oquivule e:

¿(t-'61?) + pg?¿+5 gy)”:- 0



-‘6

para todo ) , o loa fl) )=a.o"") y uznm'"un . siendo

¿21/3p(o"H) . y estando n determinado por ln condición
spun=3p(u.."") /ap(."“)=n

Bphqn); 2h) corro-panda por definición n la "matando-unn." o
"parti tionfunction" .

La actuan-ación quo hemos dudo. aunque sobre las m mas líneas

que la do nrleumann, la gonernliza. puc. Vale para cualquier clan

do capcom quo tenga H .

Noproseguir“. con aplicaciones tormfiipüuoun, oontonh'mdonos
con hnoor notar quo la entropía puede ponerno en función do ah):

H -5H

s=-u.ap[%- ¿ng-(5]_—_laguna) - ¡aun/zm]
.mao me) :o‘szrs))
y de aquí nuedon deducir“ las demís funciones temodinñmioan.
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mm: _¡_.
Le Conjuneión Betedíetiee.

El concepto de eonjuneión de nropiededee merece eer analizado
een I‘I detenimiento.

Si un eietenn poeee la propiedad B y luem ee veririou en a1 le F

eon reeultado positivo. eu nuera op.eet. ee. eono nah-oe, F/Spl.

Pero eupongenoe 3‘)! ; entes de ¡Mir F ya eebeaoe que dará nrir

netivo. de nodo que el eietene poeee einultánemente ubae propie

dedee; pero 37:! , de nodo que nene deben-ie cambiar. Pero ee que

ei lloreme e eebo le medición y el proeediniento no está edemade

¡ente elegido. el eietm puededejar de poeeer eon eertese le pro

piedad B . Enefecto. ei pere verifieer I utilizuoe ol procedi

niento heerito en pag. ¡ne-:9y elegime lee wn} a. lodo que no
eean autarunoionee de E ,hebreme llegado e eee eitueeión. y nóteee

que elle eigliriee ementer le entropía del eietme. En eete eeeo
entoneee no podemoshablar de conjuneión en el sentido ueuel.

lil. en general. inolueo mando B y r no eomuten puede eneontreree

una multiplioided lineal ¡nine contenida en uboe. Bee G eu pro

yección: ee mple entonoee(¡3:6 ; 01:0 . Si el ledir J!utilize
eee un eiete- ortonornl que eee tanbien eereeterietieo de 0 .
loe eietemee que ee hallen en eee porte a. E (que time la probe

bilided Spa/¡»B ) no serán nodifiomloe por la medición. y lo que ee

hallen en 19-0peeerán e r-a o e I'd? . de nodo que nuevo op.eet.
. 5211.62. SUE-6 .LEJzL (P-FE —

Sp! SpG- su!
nientree que ei no ee puede eeeoser el eietane de aedide el reenltedoee1u'aítÉÍ-L

SPE 5“: sw! sur-F)
Se podria entonces definir une 'eonJuneión ¡de favorable” o "conjun

ción eetadietioe" BH mediante le siguiente igualdad:
_..áLQ’. M r:-e—

¡xr e- SPE GHI- SPE (
B xr eiearme representa un obeerveble. emque E y 1' no eomuten.
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pero en ombio eólo ee una proyección ei G=E , o eee R73 , que

ee el ceso que vimoe ul principio.

El segundo término ee nulo siempre que K v F .

Supongemc G=F ; entoneee nxr=%{.t , que ee lc expreeión me
telátiea del hecho que. medir prilero E y luego F eúlo du resul

tado positivo en una tracción apt/3pm de loe oeeoe en que durfn

poeitivo ei ee nidiera primero F y luego E .

Podemosdecir entoneee que el producto eetadfetioo corresponde al

eigniente obIerVeble:"Veritioar primero le propiedad E y luego le F",
pero en las condiciones nde fuvornblee, ee decir. eligiendo adecue

danente el procedimiento de medida.

Por eupueeto no puede haber eonnutetivided en este nuevo producto

calvo en eeeoe especiales ( 81’20 ).

Este nuevo tipo de conjunción permite entoneee definir negnitudee

que ee miden en dos etapas sucesivas sin que eee neeeearia la con
rentabilidad.
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FuncioneeGereoterietieee.

Henoevieto ya (pág. 13. b) ) qne le mación eereoterietiea de

une eepitnd en el eetedo (F . ee el valor mediodel morador
e“. ( e puhetro real) . gendrioo de un grupo de operadoree uni
terioe.

El eetudio de este grupo oe equivalente a]. del operador A , y

comoee trote de operadoree eootedoe, puede remltnr Ventejoeo.

Arnoue (1) . ee propone utilizar este heoho, aunque no mencione que

el grupo U. con que euetituye el operador A ee obtiene einplenen
1“ . y eeo complica en general laa demetreoionee.te mediante U.=—e

Pere ilustrar eeto tom-¡oe el primer ejemplo de Arnoue.

see D. el operedor unitario definido por D'flr) ='-1’(¡-e) .
El producto eeenler

(n.r,r) :1. flz-e) .ïm .dx=?(e)‘
eo ee ¡de que me eonvolueións í(e)=?(x)-x-fl-z) . y por lo tanto
eepreeentento oon H le tranetoneoión de Fourier:

n'1(r)=r1'flz).n"1r(-x)= url"
que ee la densidad de probabilide del inpuleo consumadode le ooor
donado x . Por lo tento No) ee la función característica del

problue.
Pero (soto no debo extreüernoe, puee ee bien eonooida le relación

entre el Operadordeeplozsiento D. y el operadorinpuleoP
D.=e " 5

La ventaja de sueti tuir lue magnitudee por eue funoionee oeraoterie

tiene eoneiete en la eenoinez de loe Operadoresunitarios wnparedoe

con loe autoedjuntoe (por ejemplo eu dominio ee todo el eepaoio de
Hilbert). Pero lne proyeooionee también son operudoree nootndoe y

adeudo tienen un significado ríeioo directo que en nuestra Opinión

lee hace muypreferiblee comoinatrunentoe de trabajo.

WW?
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